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L es No jveoux. Precis Brea I sont con^us pour apporter oux efudiants en 
dosses prspara toi res une aide efficace dans Iftur travail. Taut en can- 
servant la rigueur des editions precedents, nous nous sommes eFforces d'apla- 
nir au mieux toutes les difficulte.5 in be rentes au di scours scientifique. Nous 
sevens par experience que le rythme de lo prepa n'aulorise aucune perte de 
temps,, et nous pensons qu r uno explication do ire et precise per met d'eviter au 
lecteur tout « blocage * inuliFe. 

Strielement conforme au nouveau program me, cet ouvroge s'odresse d tons les 
etudiants de deuxieme an nee des filieres PC et i NAP. Cheque chapitre est divise 
en trois ponies compbmenfcrrres. 

■ Le Court . qui presents les principaux racsonne merits d com prendre et d 
connaitre, accompagnes de nombreuses applications directes afin d'ossimi- 
ler im medio temeni les notions trainees 

• Les pages Methodes, qui contiennent deux rubriques indispensably C! lo 
progression personnel le; i'sssarttis} permet de memoriser ra pi dement lour 
ce qu J il foul reiemr du chapitre, et la Mrse en ceuvre expose Jes gran des 
methodes afin d'acquerir les bons « reflexes » en siluation. 

■ Les Exerdtes, classes per niveaux de difficulte, dontles solutions detaillees 
son! enrich les cTasiuces el de consefls [precedes des logos v- ou /' }. 
Certains exercices sont accompagnes de courtes indications, com me en 
colie : il suffit parfois d r un petit « d6clic » pour demarrer I 

II nous qsK paru n&cessaire d'acco/der a u * Methodes et aux Exe races une 
place equivalents d celle du Court. En eFfet, lapprentissage ne peut pas etre 
efficace sans combiner etroitement ces trois dimensions; com prendre, savoir 
la ire et Ventrdner. En revanche, s f il organise intdligemment son irovoif, l^tu- 
dianl pouria s'omeliorer dans toutes les disciplines en gerontau mieux son temps 
et ses efforts, principals condition de la reussite. 

Par a i lleurs, las deux derniors chapitres do Louvrags sont un peu porticuliers: 

* le chapitre 5 contienl qualre problemes de concqurs iraites exhqustivement; 

* le chapitre 6 rappel le certaines notions ekidiee? en premiere annee, mais qui 
doivent etre parfoitement martrisees en seconde annee. 

Ainsi, les dudianis de MP et PC dteposeroni, en mdranique. dun outil de travail 
complet, adopts au rythme soutenu de cetre seconde annee de preparation aux 
concours. 




Nous esperons que ce nouveau Precis les aidera d passer avec reussite feurs 
epreuves, et nous repondrons vabmiers 6 foute suggestion, remarque ou critique 
par e-mail d Padresse suivonte: infos&editions-breafJr, 



l^diteur et les auteurs 
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CHAPITRE 



Cinematique 
du s glide 






Introduction 

Dan s ce chapitre, nrms pr^s.cutcrgns, aprcs avoir rappclc qudqucs resukats de premiere 
annee, le-s bases d<± la dnuir.aiiqiJL du. solide» c J c$l-a-dire les outils permettant la 
description du mouvement d"iin so-Iide sans s'ogcuper des causes de ce mowem-em. Puis 
dans nn second tcmp& s nvv^ ■.^ndurron^ problems d.c cincmatlquc du contact entre 
Hpmy snli.-li>s 
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A. Rappels 




Fig. 1 ■ Base e'ticnarrpfcs 

Hirnrl i: ; en visshtI Ii: lin: bauchUr. : 

♦ dte wr* fly 

i a'efarce Mers e,\ 

■ da e ¥ vers Tj , 

Is'srtloncg MBf! S* ; 

♦ da f, wsra f r , 

■I i'enlcote vei-s h\. 



I. C*i t *l*i‘firtUilifti i BSpOnd 4 tout 
Cfl qui «FtliEB pgrTjpppn a 
I'obseirva^sur ; m le 'Bruise ntn 
seuvent par u*i sc de ai^quBl e si 
|i* T observ*i.*ur 



A*l + Referential 

* Bhbc OrthOrtOrmtt direct# 

Pour definir un rcfercntiel (otKservateuOj, il faut d’abord definir une base 
orthononnee directe {voir fig 1) } composet dt ETOtS vectcurs : 

- perpcniiiculaires entre eux (ortho) ; 

- de norme ! (nonnee) \ 

- rcspecrant 3a regie du tirc-bouchon (directe). 

* Repere 

L’atljoncrion d h un point O (ongine du repent) a line bust urthononti^e 
directe (e* , e. r , definit un reperc orthpnnmne direct : (O i e![, 

* Referent ie] 

Centime It point M st deplace au cours du tcmps < il faut que Pobseivateursniit 
capable dc prcciser la position du point M u chaqut instant ; il Taut done qu'il 
suit aussi capable dt mesuner le temps fi Tatde (Time horloge), 

L 1 adjunction du ttmps u un reptre definit Uti referentierSt. : f O ; f v , f ? . F). 
CeLui-ci definit precisemcnt la notion d'observatcur > 




Fi g. 2 - RG1& remj*l I O £ „ T y . *' , i) lift A r&bstrvfltflur, 




Fiq 3 - Vecieuf pnaitinn du 
Imh M dans la mttranbel -ft. 



Ainsi sur la tip. 2, iSL : (O T f , t) est un rcfercntiel lie a Pobservateur- 

Le temps s’ecoulant de la mime manicrc dans tom rcfcrentiel, il sera inutile 
dc prcciscr 1c temps dans I'ecriture du refeientiel > aiiiii, on pourra £ctltc ; 

3t(0 i J, 

* La position du point M observe ii.c- 3), depuis I 'observateur (referendd 31) 

est dcfinic a i’aide du vcctcur position OM compose : 

- d*un point origime 0 five par rapport a ]*obfcervateur, e'est-a-dire au referen- 

^ Hpi „ -a 

tiel CO ; £ xt c,) : (on choisit souvenc Porigme 0 du referentiel) l 

- du point M observe. 



Rappel :: un veeteur est defini par : 

- ss direction j 

- son sens j 

- 5, a norme (dj valeur).. 

* La. traiectuire du point M dans Le refertntiel est ^ensemble des points par 
lesquels M passe au cours du temps ; 3a trajectoire depend du choix dt 
robservaleur, c h est-u-dtTe du referentieL .ift. 



& 



Ciupitr^ 1 : Cinameiiqua rlu eciltda 
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A . 2 . Froduit scalaire 




\» 



Fig 4 PmduKl scalane u v. 




Fig. 5 - Pygjrcton da- v ?uf v 



poucc index 




Fig, 8 - Regie destroisdDt’gts if b 
la main dmi'u 



Definition 1 



Le prod Lilt, scalaire des vecteurs if « Z (lip. 4 ) eat nil scalaire (un rum- 

, , , o o 

bre), note a - v t qui vaut i 

m -2 - fc||£l«*(iU>. 



Propiietts 



O O O O 

• t* -v = v - U i 

* si a X !■' alors- u • p =. Oj 

OJ o o ||o||||o|i 
’ M = M it — || [f || || U || Lust 



-» l-t-ta ||-»|| F*~ + f+s 

u, u J a |iu | , sort Hull =■ u Ja — j 



* u 1 ? rcprcsente la projection du vcctcur u sur La direction du vcctcur 
si ||p|| = 1 ffig 5) j en. efiex, w - v - ||w|| costa,, p) = U . 



* Product sculaixi; enlre vccteurs d h une bust ortbonormce direcie lip. (:■ i : 
o o 

e x ' *x = ^ > -i ~y 

o o , -» 

e y ' *y ~ ^ > 



•+ *> _ 

■ *v = 0 i 



V*> Oi 



i; 



©- 



Fig. 6 - Hd.si: uilhiiriirniiie 
diracEa a* , J*), 



* Prod nil scalaire enirt vecteurs de deux bases 
ortbauocmta directa [fij. 7 j ; 
o o 



e T ■ £ r = cosC ; 



* \ tf 



(S-«)=«inOi 

(-( S+ D) “■”** 

£y ' Cj = COS-fl 1 , 



ii r ■ t. - cos 



— + 
It 



• 4>- - \ a 



r*© ^ 

Fig. 7 - Essex Dnhqnqrnkiu 
dirirtes fa * (-St. *l*i> 



A3* Produit vectoriel 

A. 3. 1 - Definition 




IjC produit vccroncl des vcctcurs u ct P cst un vcctcur s note u a r dont : 

Is nomit esi |u a fj| = ;t \ ir I sirttrr, v ;<i ; 

o . o 

- la direction csl perpend iculaife iii CL a v \ 

- le sens esc donne par la regie des 3 doigis de la main droiie 

Rcmarqurs 

1} On deicrminera done on produit vectoriel cn trois etapes : nnrmcj direc- 
tion ct sens. 

2} L’angle (u 4 v ) est oricnie (signes + ou fig. ( j). 



Copy r i ghted 

Cours 






!■ 



S 






/ 



sens. * dans Ie pJaji fir, r ) anEEiic 
p.iT 2 a rntutkHj auLijur Jc r: 



fcr 



i 

+ 

■W A i 



-t 

u 



\ 



sens + d.i r.'- Ie plan (« , a ') rmenlE 

par la rcnarion sumur de v 



Fig. 9 * Orientation da I angle 4 u . r 1, an an perspective. 

3) Pour utiliser la regie des croi$ doigts. de la main droitCs it faut cboiair la posi- 
tion des doigts pour laquelle ( u , v )! esc inferieure a 1 SO 4, "fig, L ("l > . 



1 Iwvsdtlirj Jr nt r 

sent da ns le plan da la leu ? 



aiVtie is nc pas eoneiderei 
cm ,a1> ISO 1 




v 

(index) 

jnj^c a cnnsbcLerei pour 
dewnm trier te i«m de 
UA« i 1'u.idc de la 
legle dss 1 dciL£T!e de la 
imindroite u < ISO 3 



U A E ■ 

(direction er utu) 

i':njiLur;i 



S av (direction 
et seat} ([Tiajcuri 



(index) 

Fig. 10 - Uh.’.salMr cdiigc'Ie di Id riyle lies IrcnS d<iigls de Id 11.1 11 diuiN: . 




A.3.2 - Quelques proprietes 



* Le vecieur v a u esi un vccccur de me me norme que ba®, de meme 
direction que u a v mais dc sens oppose a « a *t„ ainsi : 

-i -+ -J -J 
V All a -M A U. 

^ ^ ■* 

* Si u ei v som deux vecteurs colmesires alors 2 hav=0. 

Noiammem - u au - 0 et v av = 0. 

* Si ii * v et tv sont trots vccccurs* on a {disiribuimic} 2 

-* + — * ^ -± — + 

u a(p + iv) 9 V Atr+w Afu r 




Fig. 11 - Dan-sure base 
Dilhanan-ide drccla Cinfcliflnn*. 



H 



A. 3. 3 - Calculi de produits vect oriels utiles 

* Produits vcctoriels entre deux vecteurs d’une base onhonormee direcce 
cartesiennc 









-i -d O 

e t = + lf ± = ■, 



(till “ AC<nTW dUNIlHI 

(wait dw IdMffil ,-l ^ L = ? 1 ^* 11 ^ 

it ii nun drouth '** *V i * r 



De meme 1 fig 1 1 : t\ a e ± = 

En revanche 1 - 



-i -i -t 

a, a e M - ty 

-& -i 

2 1 A & v i 



Chspilffl 1 1 Cin^m^tique du solids 
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Dans une base orOionormee cyLindrique j 




Fig IZ - Dans nrm base 
ortiimsKniae cv*iidrHH»B. 




Fig 1 3 Prodyii vaetariH daris 
das bisrs Cvrtisignn* at 
cyiindnqup. 



1. Ce= auras pcs-liciE 
corresscidsp" a (Taatraa va^Lrrs 
d« 0. 





— ► 


. ■£ 


. “t- 


— * 


*r 


A f e = + 


sm - 


u, = +u r 


ta 

II 




/ 


i 2 


\ 






1 «-|S 


iiiiEtfir diJW-Chin 






-¥ -fr 


-4 4 4 


4 - 4 


2 ’ : £ b 


Ae, = e c 


A - ^|f ) 


*e Afi r 


4 4 


4 










- -«s 









* Pmduits vectoriels cnire vccteun des bases orihonormees directs carte 
siermes et eylindriques > fig, 1 3 ) : 

a? a = + |sin ft|e^ = sin9(^. 

seai nrtrfflc diKCtiar. 

(vJ,).* Ait H ±? r 
d± In muni drone] 1 r ' rT 

InnW = linO 

cu 0 < 4 < k/2 

ILIff J« (lain 



De meme : 

-4 -4 

fi A(j — + 



sin 






+|co<sft|e, = ccsBf r 



(I cos ft - cos ft car 0 < ft < - surle dessin) ; 



4y AB 



e r = -sin|0-^|^ ■ -cos-fte* 



(tar cusft > 0 puisque 0 < Cl < - sur 1c desaLti) ; 

^ ai£ = -|sin(-ft)^ a -sin0ffj 

(car sin ft > 0 puisque 0 < ft < ^ sot le dessin). 

Remarque i it est preferable de fa ire un schema pour leqiieL on a : 

0 < ft ■£ 5, ainsi sin 9 > 0 et cus9 > 0. 

2 

Let caLuuls fairs dans ces conditions restent valables dans les a litres positions 



A* 3 *4 - Expression du produit vectoriel eti eoordonnees 
cartesiennes 



-* . 



Si « - fle fc + + ce 4 et v - 4 t't y + c# t 



4 -> 



alore v a v = (dfj + b* y + m t ) a (d'e, + 6'*,, 4 r'< T ) 

- 4 4 f -i -* -4 » -> 

soil w a V = da c x a e x 4 at 4 X a + ac a c e 

— $ — ji —S — + T r 

+ fra'^ a e M 4 a e^, 4 fre'e > a e. 



.-> -4 



4 a t r + efr'e, a e ? +■ cce t a c t . 



D aii : 



u a u ■ (for' - + tea* - £ J a)Z 4 («&' - 



iDvnanwffr 





A, 4, Derivation 




A. 4.1 - Derives scuJairc 

Lu derives lemporelle de La fonciion /(e) a L’instant. r n rcprescnre U pcnte de 
la rangentc a La cnurbe /(e) cn i Q (ftg. 14) ; 

J ,£ 

un La note 1 ; — ^(fy). 

Si r passe -de l a a E fl + d** onw dcplaw dc /[l D ) a f{t 0 4 dr) sur La courbe 
f{l) PT dc a /(fr»)+ d/(%) SOT La tangcnte j comine di eirt irfiaim ctU 

petit, ern peur cnnfnndrq Les deuK valcurs prtccdentes : 

f{t a ) + mh>) =/U 0 +d (), 



1. L?rsq<j'w f. crit la tinveu par 

rappui a u remps, cm oeui la 

■ it 

ntriof : f ( au Imu dr 



sod d/(fj = fii a + dt) -/((„) 



ou 



W«> 

dr 



/tV+ dE)-/(fn) 

dr 



Proprictcs 

,, d j d/ dr ; . ■ 

*Sommc: —{J+ g ) = ^^^f+g 

* Pruduit : ^(/*f) “ 

„ - d,,, „ d f d* d/, 

* CompontiDn : 



A. 4,2 - Derives vcciuriirlle 



2 . On d>t ay$si par rapport au 



La denvee vcctnricLLc dc U dans- 1 q nqferqntie] ift (O ; e,, a r , fj est ; 




Ccrtc definition permet dc savoir comment vane ij observe depuk aft. 



Asnsq contralrcment a La dcrivCC d'une fcmctLcm scalaire, La dqnvec d l unq 
fonction veeiurielle depend du referentisl de derivation,, e’esi-a-dire que La 
variation d L un vqqtcur depend dc * L’endroit # depots Icqud on I’obscrvc, 

Unc mexhode pratique de caleul dc 3 a. dcrivqq d'ur vcctcur (fbrmulc dc Vari- 

gnori) sera vue dans Ic paragraphe A. 5 . 



Prnprictcs : 






du 



C ha pitre 1 . Cinimatiqua du sc id* 



12 
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Fi g. 15 - 0«u« rsF-ersnCwls. 



A, 5* Formule de Varignon 

Vccteur rotation instantane 

Considerons (fig. li) deux refereiuiete (lies a deux observateun.), 
?UO er .ift'(0' ; fy-, *v) : 'St’’ esi en cnouvemem par rapport 

a ‘® . Lc mouvemait dc relation dc 91' par rapport a 3t esi earac tense par le 

vccteur rotation i n sta m anc il a , 

-> r ^ — y — y 

Suit U un vccteur quelconque que I'nn projctte dans La base (e x ', t v ’ r e T ‘) 
liee a : 

U - U x 'ij- + Uy ?y + Uy e r ■ „ 

1 ~ t A ■ h "" ^ 

Derii'ons dans lift lc vcetcur ^ afin dc connaicrc la variation de cc vccteur L 1 



observe par un observateur lie a 9ft : 

(irk - °'-£ + 'W + ? + u «(%k +u y(^r)/» + u -(%), 

— s 

On remarque que ^ ( “[“ ) ■ A , ■ Uy e^- + Uya^ + L7y 7^ 






ei on rtionlre que : 



(-srk - 1 

(Sk - 



^ av» A V 



("df L “ n *''* 

On obticnt ainsi la fbrmulc dc Varignon : 



a r„ 




Fig. 16 - RifCr^iiiil .4' an 
rotation par rapport aa 
riiffirentifll A. 




a U 



qui pcrmct dc laire lc lien emre la variation de L 1 observe depuis 3i et 9t J et 

de definir le vccteur nutation instantan.ee fi (I . h . 

Css particulars : 

— J> **■ 

- si est en transiaticni par rapport ik 9ft, £ij. /a ■ 0 ; 



— si 9ft' esl en rotation autour do l "axe (O ; e,} lie au rrlerentiel eft, a la vitesse 
angulairc tt = ^ alors £2 .„ va - 8^ (fig. 16). 

La rotation tst uruformc si 0 * (4 s etc, 



Rappel : (lj. j 




a/*- ■ 






Solution 

est en rotation auiour ds Vaxe (O j e^) Lie an referentiel le VKtcur rotation Lnslantane de 91' 
pa r rapport a cat done : 



n 



ava " 9 **- 



Ltillisons ia tbrmulc dc Vangnon afin de deriver le vecteur t r dans te referentiel 91 

(df)/* '(dt K )/*' + ^* v * A ' r ' 

Commie est constant dans Le refercnticL JT t 



ninsi ; 



d t 



I € l% . 



Ld?)/. 6 

Dc la mexne Tnanicre a commc ^ est constant dans Le refCrentieL th f 1 

/d pi'll /d^i'i -* _» -* ^ ^ 

("dr" J/a “ \"dT J/*' + A *« ~ “®vn A ® H ^ *r ■ 

Et, eomtme e z est constant dans Las deux reftrenticls $ et -ft' : 



fli'l _ 


(^h\ 


1 dt )t» ~ 


1 dt Si 



A * 6 , Vecteur vitesse 



Qiffinilion it 



Le vecteur vitesse du point |V1 dans Lc refcrcnticl ,Jf. (par rapport a L'obscrva- 
teur S^j ), est la derives tempo re lie du vecteur position du point M dans >t : 

ii vecteur vitesse (m * s x ) 

V( M - l' d O V ^ vecteur position (m.) 

i temps (s) 



1 dOM = OM(?t d(j QM(i). 




Fig. 17 - Vectaur Mitassa 



(O est un point fixe dm referentie] ft). 

Rapps] ; r (M)^ est un vecteur tangent a !a trajeetoire en chacun de ses 

points : LI correspond a La variation dOM 1 du vecteur OM pendant llntcr- 
valle de temps imfimiment petit dr [fig 1 7; : 

u dt - OM(i + dr) - OM(rj. 

Remarques ; 

Le calcul de r permet de savoir comment varie La position du point M 

observe deptus lc referentid ft (robscrvatcur). 



CnaptfrB 1 : OnerviBiique du solids 
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Definition 4 



Le vccrcur acceleration du point M dans, Jc darts |c peferentJcl jft CSt la denvcc 
SOC Glide du VCCteur position de M pur rapport au temps dans Je leftrrtrtb-el J\ : 



-t 

a 




a vccteur acceleration 
(m ■ s _i ) 

i- vecleur vitesse (tta ■ s l ) 
OM vecteur position (m) 
i temps (s) 



Application 2 



On consider? I’helicopiere de la figure ei-dessous. tc deplacant a viusse cons unite o = r±\ k tong 

de L'axe (0 if r ) fixe dans ie rcferenuel &(Q i e*). Exprimer La vitesse et [’acceleration du 
point M sc trouvanr a I'cxtrcmltc dc La pale '? cn unlis-ant la formule 4e Varignon. 

Jy 

Dmnta : Icf pales out un rayon K ct toumcnr avee unc vitzsse anguLairc constants to = — - 




Solution 

Partons du vecteur position du point M dans 1c referentiel Sft el intruduisons Ee point A a 1'aide de la 
relation de Chasles : OlM = QA + AM, 

Afin de determiner la vitesse de M dans rA, derivons Ce vccteur position par rapport au temps dans -A r 



{ dOM\ / dOA\ , / dAM 1 

■ (— L ■ (— L + (— k- 

Le premier tcirnc ^ j correspond a La vkesse dc A dans 91, soit : 

(dOA\ fd(«*h /^Vi -f -* 

V dt hat dt }/at T l dt )/m 



La derivec dc e x par rapport au temps dans est nude car e x est un vccteur constant dans aft. 




Couts 

-HCipy nghtCG 







ftfin dc dcrtnnincr rntprcssiun du second tetme f^4^1 » imroduisons k rcfexcntid 

\ dl ifa 



® '( A ; e fl 7 t ) tic a la pale de rhelicoptere (cat AM CSt un vccteur constant de 9T) et utilisons la 
fiirmuSe de Varignon : 




■JL7S 



= - (&e t , on a : 



ALra&t : 



= ve* + RaUr G 




Afin d'obtcnir ] 'acceleration do point M, on utilise La definition : 






M* M WI 




r d < M > . 




l dt J 


1 dt J/* 


t. dt )i 



Comme v est une grandeur constant au cottrs du temps n commc « x cst un verour constant au 

. _ . /' d( >'\ , . 

eours du temps dans k reference] .fl n la ore oil ere derives — - — est milk i dans la seconds dferi- 

V dt Jfm 

•d|Ro>^)’ 



vec 



, /diAO-egA _ , . . 

-C i ; 1 * R ct w Mint dc% const antes, atnsi : 

V dt J/a 

(TtM)^ = « Rwi-e O - -Rw%. 



Chspifra i : Cindmatique du soiide 
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Fig, Ifl-Unseliift. 




Fig. 19 - Sobde an moueemeni 
dan* un 



1 Ije maniuri: gi'Tii'iralc^nr piiui 

issacwr a ton! spliPa un 
r&l£rarwifll : on cwifcindra dcrne 
dan; crt ayvrBgc las notions rlf 
rerf^randel et solid? Ida < ele r enc c) r 
on (Murrai ainsi parlfif dlu 
nnijv^rrcnt d'un pent par rapped 
i on riftirmtielou pir rapport A lo 
hNi, 




Fig. 20 - S'jlidt l-jI ir..jL'ii:ini;nl 
1I3.MS un relcriinlicl. 



2. Un (wendra ^arde an Tart qua 

Cfflg 1p.TTii.iiR r arrK-Kpend a un 

ohangeirord c p paint dans la 
solid? man paid'&hseiYflMLirEl&i 
d«ua MilRssrs smih calcnlGOS H*ns 

k mima >reFflr9Titiial). 

3. Lbs pihPts A ed & sent 
(laiurallismeni BldnHma du salute 
if. (fest-a-din qu'ils son 
Smarts de:!fi thaqu* inuAL 



B. Champ de vitesse d'un solide 

B*l. Definition 



Oelmthon 5 



Un solide {indefcirniable) 'j est un ensemble tit- points tel que : IS 
poux Lout couple de points (A> B) de !/, la distance AH eat constants a\t 
cours du iem|K : 

VAe it, VBe it, Uli 1 = cte 



Bh 2. Form tile fondamentiiie de cinematique 
du solide 

Soil A tl B deux points du solide it en mnuvement cLansk rclficrcndcl (fl d *0(]gjlK 
O (fig- W). Au solide it, on ass ode le referentiel d'origine O r (point fixe au 
snlidc 50- 

Appliquons au vecteur AB Da fomuk dc derivation veciOrielle (VHiignon) : 



(^L-(¥k*^ a 

En ecrivant que le vccteur rotation instantanc i 1 #i .. A du refereniiel 'Jlj par rap- 
port au referentiel 'lift cst afusi k vecteur rotation insianmne U ff/a du solide if 
par rapport au referentiel (ft, on a : 



Comme A et B soul elements du solide if , AB cst un veetcur constant de 04# 



/7s* 



+ 
= 0. 



D'autnc part : 



/ dAE\ fdEAO+GB^ t d AO \ fdOE) +,_ x 

(. di J/*” . dr J /4 "l d( JLH di Jm ' «'(*)/*+*'<»>/■■ 



On. obtieni ainsi la loi 1 . 



Lei 1 



Formuie fnndamentalc de la emematique du solide (F r F,C-S+) 

Four deux points A el B apparteaam au rtieme yolidtr ,7'en mouvement 
dans le referentiel ’ft I ■ ■ - : 

A et B ; deux points du solide if 

e > ( B ) ^ ft vitesse de B (m J s ') 

r ( B j y M = B ( + Q v/9 A All V { A ) f h vitesse de A (m - s 1 } 

■> 

tl ^ vecteur rotation instan- 
iane (tad ■ f 1 } 
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Cngr* 








1. H 4* !f paml dsf lir : 

* un point qui ml npiurp-llpmnrti 
pigment du « -da la th a qua 
instant! . on dcnra d am c ? cat Ida 
preFdranqflJ lout jiitiplamant £ 

Icc jr padar da ca pom"! : on t 

**or* : EH.Bs '/>y, ■ 

* un point geomdmque de res jbc a. 
ttui n'asl pasnaturalament 
dement du sohda 3F, coicidarl a 
I'innam cui iddra avtc un pamtdu 
so da -/;on * alo^; 



2 . 1 L'nquiprn|aclivit u viunL :iu IjiI 
qua la distance antra dauJt points 
A etBttuelconquead'unsolide est 

ronjtnnlr. sn>l : flE. • ttt. 

On pen; alots frcrire 

5ab!* ■ AB AB ■ (Ort tn 
dfrivant par rjppon am tpfflpi 

I —i'll — + 

d!AB _ LiAm AB 
df " dr 




an irwradu sant Is point Q lorigine du 

rfcfflffinsifil .rt i : AB = AO +■ 06, 
Hichbenti 



AB 




Sdlt. 



AB ? I'A iy ^ = AB -5(8)^. 




Fig. 22 ■ Change "neat da 
redersndiisl. 



Si A ei B no sont pa* nacureLLcmcnt element's du solide :/ {a ch.Atj.ue instant)-, 
il est alore neeessaire d’utiliser L’ecriture complete : 

*J( B e if) = p{ A € if) ^ a AB 

Le mouvement du tdide f dans, Le referendel ift est etfirierement caracterise, it 
^instant r, par la connaissanec de la intense de 1’un de ses points (ex v (A)^) 

ct par la cxuinaissance du veeleur rotation instantane du solid e U , Bn effcij, 

ces paiametnes suilisent pour reirouvcr la vitesse de n'importe quel point dc f 
dans le refcrcnticl 'iff- a I'instant t. 

4 

Remarque ; dans le cas general h depend du temps. 

Consequences : 

* En multipliani scalairement liquation de Da F.FrC.S, par AB 3 on obtient : 
AB ■ z1(B) /s - AB - t1(A} /JS + AB ■ (ll a AB). 

Comnte le dernier terms est nul il'AB 1 (^ rj/9L a AB)), on a la relation : 

AB ■ v{ = AB ■ jy( A)y a 

traduisant rcquipmfcctivite des vilesses du sulide fig. 21, : les vitesses en 
deux points quelconques A et B d’uU SoLLde Ofll m£me projection SUE" Da 
droite (ABj. 




* Ij: champ des vatesses d'un soiide possede une structure de torseur ; on defU 
nit ainsi le torseur ednematique ou concur discributcur des vitesses redutt au 
point Aj par P ensemble des deux vecteun : 

- resultants : vecteur rotation Lnstantane du solide If par rapport uu refereP- 

del Ji .. 

- moment en A : vecteur Vitesse du point A element du solide par rapport a 'M : 

$&"\fa = A [n tf/at ,?(A€ if) fa). 

Cnmmt dans tout Eorseur s Le champ de moment vcnfic la farmule de change- 
menlde point (F.F.C.S.). 

Retnnrque : 

- Si le solidc f est cn mouvement par rapport au rcicrenticl {caracterise par 

-+ 

le vectcur rotation instantane Q :/ , s . )* lui-mcme cn mouvement par rapport 

au relercnticl 3t (caracterise par le vccteur rotation instantane it e ,.. a ), alors 

le solidc f est en mouvement par rapport au rcfcrcndcl Lift. (caraetcHsc par De 

4 444 

veHeur rotation instanlane (fig- 22] : ^ V!jf ■ 



Chapilm 1 : CinAmatiqo^du solidc 
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1 Crtalranalation jh.m fsi ■ ■■ : 

* iieclili jus He e trajortoirei. dies 
prana du solids sonc dat draitesl; 
*tire?jlnoi« Ups ti ajwcSninps dis 
points du solids sonc des cerclee 
de mfima rayon): 
•■IlilrtiqusilMlriijBrteirBS cc-i 
point* d<i solids &ant d-ts ?Wee?s P 

* Ou qU«ICQ[H|lfG. 

2, Cm VBCteuf chungaij^ara letss 
S*d*rtl, d'un irtttllli t IlUIr* | 



- Si ie point A appanenant m solide Sf esi en mouvement par rapport au refe» 
rentiel ‘.ft', lui-mcrnc cn mouvcntent par rapport au referentiel $, alors le 
solide ^ £$t 60 stiOuvemcnl par rappurt au referentiel '.ft ; ains-i ; 

D f ^ V.fi “ 1 ' ^ 3 , ; J - +■ r ( ^ ^ ); 3l 

(on rctrouve la formulc de composition des viiess.es), 

Remarque s pour le point C, quL n‘est pas namellcmcnt element du solide d\ 
on peuc ecrire: rlCe SO, = r'iCe Sf^+rtCi A') A( . 

Gas parlieulier 

* Solide en t* , a(islation 

Un solide :7 mt cn translation ■ par rapport au reference] ±J| si, a un instant r, 
les ViCteurS vitessC de tons sex points sont identiques ■ Gg 2 1). 

Aims i . pour deux points A et B elements du solide if* on a, a 1 'instant t : 

- *(A )m * lit)-. 

“ § -4 

Ainsi, le vecteur rotation instaniane du solide 'J esi nul : £l. f ,- A = 0 

et Vi, AB - etc. 




fig. 23 - 5»We an transJgfton- duos un rftfererite! j(. 

B.3.2 - Solide nxi rotation autour d T un axe fixe 

Un solide "s esi en rotation autour de Paxe fixe S- du. referentiel -ft : tig, ,2 3 . si 
fcous ies poi nts du solide W sont cn mouvemmt sue des traiee wires circulates 
centrees Sur 'it, a la merle vitesse anguiaixe 0 . 




Fig. 24 - Stlido tn raUlion m‘m,. ■ df I'.ii: 1 i S h:-:i> 4 nra : :'i n: ‘i: ■■: "il 



pyrighftw*! 






1 . On ijurail m&uitsagn* -*i 
I'angie avail: ?ts c r sne da ns I? 

£Qhl M:diru ;r fluTL.ir U u da 

rotation. 

i Dam la c ai gandral. B * ete . 
Si 8 = ds» U rtftttiMi *p 

Lnifomo. 



Le vccteur rotation mstanlurlv do solids ‘J dans le refereilriel 
$ s'ecrit : 

w esi un vcctcur uniraire de I'axe 

Le potm 0 (point du solidc - sa distance a toot point du snlidt etant cons- 
tants Liu cours du temps) ayant une vitesse nolle dans dfe , soil : 

= HO) /ft = 5 , 

on pent eKprimet la vitesse d’un point A quclconquc du solidc Sf & ] 'aide dc 

lid fnnrtulc fondamentale du s-nltde : 

*' (A >i, a — t- 1 C O )y # + G rjs-.fr a GA* 

$oit i 

^ A V S O x , s aOA, 



B+ 3»3 - Soli tie en mouvement quelcunquc 

A partit de la relation uCBjyw = p(A)y g| + ^^ Sl a ABj ecrites pour deux 
points A et E elements du solidc !'f b on peut decomposer {fiy. - 5 ) lc mouve- 
ment d'un point quclconque B du solide If (done le mouvement du solidc) 

en une translation de vccteur (tons Scs points du solidc ayant cette 

vi Lchsc) et une rotation de centre A dc vecteur rotation insiannttie fi t . (la 

— * -i 

3. Un solids psss^de. d#nslfl cis vitesse de B est alors t a AB = G a AB ) . 
qene-ral, & deqres da litHOfr 
3 de traiulabaii et 3 dd ratat an. 




Fig. 25 - IjcLDrnpinHiufi [|j liwimsrrwrfl d un siulide en une Iranslalivn «Lune rMSliM linns ie efi* If um mourafnclM plan 



Cr-npitrn 1 : Cin*ma1»qy(t du solid® 
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Application 3 



ReprenOrtS I'exempk de I’helicoplere dr [’application 1 el exprimons ]a vilesse et ^acceleration du 
point M « tmuvam a I’extremite de La pale ? en uathuit la fomrale fundamental? d? dnematique 
du solide (F.F.C.S.), 

Donnies : r(A) = r F e|. — etc, la vitesse angulairc <0 — des pales est constante. 




Solution 

Les deux points A eL M sont elements de la pale H 1 de J'hclicoptere donf 1c t r ccteur rotation insrantanc 

-* - -j. 

par rapport an referenticl jH est il f s =t Oe.. ; ainsi : 

?(M)y s = V{A)i^ + n 9yA A AM . 

Soit ; i> { M}^- v ^ + a R^ r = v +■ R8 +Kcu ?„ (on letrouve le resultst de Supplication l). 

Aim d’nbtenir 1’aocelerotiun du, point M, on utilise la definition : 

/ d(Ria$) % 

' /a " l d * J/ 3 t ^ & J/* ( dr J /a T 

Comrnc v et e* sonc des grandeurs constants au cours du temps par rapport au refercntiel La 
premiere derives est nulle ; dans la seconde diirivec> R et tit sort des constantes,, ainsi : 

a(M)^ = - -R»(-6* r ) - -RwV r 

(on retrouve aussi le risultat de [’application 1). 



C. Cinematique du contact entre deux 

solides 

C.l. Cas general 

Supposons que le contact entre deux solides If 3 et if 2 reste ponctuel. Appe- 

lons I le point de contact {geometriqu?) a Flnstant t entre Ef , ?t E/ ; %■ 

II est alors neccssaire de distingucr le point geometrique I, du point 1 element 

du solide Ef ls de vitesse r(le if , ^ et du point I element du solid e Efj* de 

vitesse t(l S Ef^ . 



_■■ u [. 



lyrightSfl 






[I cxisrc dune 1 points ne trouvunt au contact entre '3\ et ^' 3 a rinsrant i : I 
(point giotnetrique), L e If l et 1 e £f 2 (respccrivemcnt points de f/' t et lf z 
co’tncidanis a r .instant t arcc l!j- 

On delink aussi un plan tangent an contact en l ainsi que la norm ale a ce plan 
cn I. 

Le mouvemeni de r ^ L par rapport a CSt enticrement caractenKe par La 
vitesse ric l‘un de ses points (par example 6e point I element de f\) et 1c VCC- 

teur rotation Lnsraritancc 11 , f ^ du solide lf\ par rapport au sotide Ef a . 




On appelle aEor* : 



— > -+ 

-vttcssc dc glissemcnt de 'If , par rapport a 'J z : i' g [f = J r (I e £rj) f i 

/ J 2 

ce glisscmcnr corrcHpond □ un displacement de :/j par rapport a f-j &u niveau 

de I duns le plan tangent ; 

-vecrcur rotation instaniane de pivu lenient Cumposanie floniiate du 



I. On p ' ijr.ilr .1 ycrd« a;i raittjue 
cstls deNit^n utilise lavrtflssc it? 
deux pomes coincid-anls : 

n| lt^ E ji r y*tetE-H du parntde 

■’ Jl 

\i\ eaheidflut suet i a rinsum 
C0i«rd&r6 el j- i.l * Ffy . 

vitflss? du point dc j cnmcnjant 
avec I a ("instant CDnsisMrti : ccs 
d au* fiiauea ns patient pan etre 
e hturue-s par derivation du 
urntnur position du pDinl I F 
De la nana mar-ira, on m peut 
pas obterw r ac ft smtibn d-j point I 
1* lui’imt de l par derivation du 
vteteurvTlHU du point I 
pi-uLflUem ! ;c ana wrasse eat tine 
VflJppsrflaiticuL^ritpbtpriua * gn 
insla it particular de la wtassa 
J ur pafitde ■/, : on ne paw pas 
obtonn la dc rrvir d'uh vaCWUt 4 
oartir dn la connqissnng* Ho gg 
uectBLr d un matar-i donn 4 !) 



vcctcur rotation instantami 11., ^ y 3 iCC pivotement correspond a une rotution 
autour Je i'axe i l ; ii n |^ normal au plan tangent ; 

vecteur rotation anstantane de rouletnent composantc tangcmnelle dm 
vecieur rotation instantane il , ...j _ ; et roulcmcnt correspond a une rotation 

amour dc L’axc du plan tangent (1 i Q,>, 

On peut obtemr unc expression plus utile dc la intense de gLihsement en uliLi- 
sant La lot de composition des n tenses ; 

i'(Ie3 , i); a = (’(It )f ifi +t?(I e £f 2 ) jlfl 

d’oii : 

= ^1 * Sf,) /if± = tile - t[i E 

Remarque : cette definition est independante du chotx du re ferentiei ‘M. . 

On peut aussi definir La vitesse de glisnement de ! J Z par rapport i : 

i) = Vi) hi = ?d€ ir^vde 

Cest I'oppose de i^( :/ L /E/ 2 ) . 



Chiipitrn- 1 Cinimrtliquc dii so ide 
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C.2. Ruulemeiit sans glissement 



3- r {I € if | ) .vitasse if ui» point 
M cb y , come id-i nr bvsc 1, point 
yemrnA[nt|UR dn cpnl acl i 
HrrstBrM cems-dere ei 

vflBSSi; du point M' rip Sf, 

coincidin': avec 4 & I'nstarl 
monaifJAr* 



Definition E 



II y a rmtlcniitru sans glissement (RSG) du solid* l , par rapport flU solids 
• It si La vitesse de gLisscmcnt de lP i par rapport a est nullc : 

v t t9i/y a ) = o. 

Ainsi : r|I s SP,)y ft = itfle *. 

RcmarqnK : 

La Yitesse de glisseinent est independante du chuix du reference! J't. 

Lc cas du pjvorcmeni ne sera pas emdie. 



Application 4 



CnnsidcTons one roue (modcliscc par un disque 5f) (dc centre G ei rayon R roulant sans glisser sur 
Lc sol horizontal Case (0 iO] tout en resiant dans Le plan vertical 

Le rfrferendel temrstre (lie au sol) est : 24(0 ; e\ , t f , £,). Son centre G a pour vttcsRe r (G),- = . 

On repere la position anjpilaine dc La roue a I 'aide dc L'anglc : 

0 e (£*„GM.) L 

1) Exprimer La vitesse du point M. 

2) En deduire la vitesse de M du passage en I, point de contact entre la roue et le sol, 

3) Eitprimer La condition de rouJemsii sans gjissement de la roue, 

4 ) Expritncr alors ^acceleration du point de contact I element de la roue. 




Solution 

1) On urilisei. pour determiner la vitesse de M dans 31* la definition : 





;opyrightgfl r p' 
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Ainsi : 




tic M au passage en I chi : 



i^M^a = ~jj^ = (j + R6)«£ . 



Rtmarques : 

- Cette vriesse est la vitesse dm point M. de la roue if colnctdant avec le point 1 * on note ainsi i 

viu ^ - ?(m(g = ?£)] = ti + mti 

- onauraii aussi pu utiliserla F.F.C.S. : 

is {I t ST) /s - v[G) h + Cl 9/m a 3, 

hi t ■ i — 3j ■ 

Comme le vectcur rotation insiantane de if par rapport a '& s’ccrit = Qe r , on a : 

r"j(Ie £0/ a - x*l+ 0^A(-Re^) = + 

3) Exprimons. la vitesse de glissement du disque if par rapport au sol 3ft : 

vfitm) - £(Ie P) /a ^{lE *> /ar 

Le second terme cst mil car le sol Ml est fixe par rapport au rcfcre.nl id ift : 

v(l e a> M =, 0 

(on pent done exp rimer lea difTerents veclcurs par rapport au sot on par rapport au referentiel M). 

Remarque t Comme 1 (point geomeirique de contact entre la roue ei le sol) n'est pas naturellement 
element de M : 

dOl 






entffci: (^L ■ - *'* 



La vitesse du point I element du sol est nolle. On constate qu'il cxkte took points I se rrouvant a la 
meme position a 1 'instant considers et done que Fon pent deiinir trois vitessespour 1 1 La vitesse d f un 
point cnihcidant a un instant donne avec un point appartenant (naturellcmcnt) a un SOltdc n’est pas 
la vitesse du point du solide ! 

11 y a rouiement sans glissement de if par rapport a M si : 

- t{Ie = 0; 

■ci» on obtient la relation entre lei parametres cincmaiiques (decrivant La position de la roue a c ha que 
instant) : 

x = -RfL 




Cliduil'S 1 . Ci ne-Tiatniiin du solide 



fJd T c . 



i rinht 



I ! . llIU I I e.1 




4) A pn.flir de repression de hi viie^^e d ' un pui.nl M de In roue ?>' : 

HM) ; - h = + 

Expnmona alors i'acceleration du point M dans le reference! en derivant 1’cxpressmn de la vitesse 
du point M par rapport au temps dans ; 

d(p<M^ a ) 1 



a < M V« = 



I d( ? 



de 









"i'JH ^ ^ . i 

Lotsquc M eat en 1 (au contact avee lc wl)j pour EJ = —i t r - - i y , ( # =• * w et d’apres La condition 
de RSG* x + R9 = 0. On a aLors : x + R0 - 0, ainsi : 

*<*« ^/. = “( M ( e - t)L ' 



i2. 



cm tenant comptc dc b condition de RSG ; ft - on a : <a(I e - —e ^ , 

On n'aursit pan obtenu ce resultat si on avatt derive Lc vccteur vitesse du point I* point geotnetrique 
dc contact ! 

On constate que la vitcoe <t c [ nuLLe {condition de RSG) ei que son acceleration a’esi pas nulle ■> 
CCCi rl’eSt pas une erxeur car la vitesse du point xVi element de la roue n'est nultc qu'a 1 Instant dc 
parage & b position I dc contact svec lc sol, mais n est ni nulle [ustc avant, ni juste apres : ce point 
M a done unc acceleration non nolle au passage a la position [ dc contact avee Lc sot 1 

Rrmarqucs ; 

- La vitCsse de n’importe quel point M de la roue s'ecrit : 

y (Me lf) /A = v (I e a IM = d y/w a IM avee Qy.* - fle r , 

Cette expression est caractcristique d*un point M en rotation autour dc l 1 axe (I ; a la vitesse 
angubire 9: on dit que (I ; cst I'axc mstantane de rotation. Ije vccteur vitcssc du point M sc 

— J 1 — ^ i ^ _ p . ^ ^ 

Crouve done dans le plan e v ) (car perpendicubire a Q f . # ; il est pcrpendiculainc a TM 

et sa nonne est <J IM, propnrtionnclle a sa distance au point 1 > on pent done representcr le champ 
des vitesses dans La roue : 




-La vitesse n(M) d’un point M dc la roue a etc represented cn faisant apparaltrc scs deux 
contributions : fi a GM cl n(G), 

- Le point I est appde centre instantane de rotation (CIR) de La roue j lors d’un fflouvement plan 
d'un solids if\ Lc CIR est, par definition, Le point dc 'J dont La vitesse est nulle a I'inst-mr constdcrc : 

-t -i _ , _ 

a r donne* V (CIR e ^)i 3l = 0- Tons leg points dc !/ sont en rotation,, a L'lnstant considcrcj autour de 
l'axc ( I ; r!) ; comme le mouvement est platt, Le point I se nomine CIRn centre Lnstantane de rotation. 



TTiJ 
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L'essentiel 



/ Form rile dr Varignun 

Considemns deux referent ick (lies a dens observa- 

teura), ^(0 li.jJ.J) ci ffi'fO' ; ?, <y, 

■jfC est en mouvemrnt par rapport k ift. Le mouve* 
ment de ifl' par rapport a est caracterise par k 

1 iTi 

vectetir rotanon Lnstantime li s ., a , 

Quelque soil Je veLteur U, oil a I 




— ) =f 

dr )(■% L 



dU 1 a r T 

dr L- + °*vm aU 



qili pernner de fairc 1c lien cnirc ]a sanation de LI observe depins #1 et 3ft'. 
Cas pArticull^rs 

■+ si est en translation par rapport a 'A : 



11 



*■/£ 



-t 

0, 



3 £1 = ft 7 



■+ si 5t' esL en rotation auteur de Paxe tO ; e.) 

refer entiel rft* a la vitesse anguLaire 0 * •— 

dr 

La roracion cst umformc si H = cm = ere, 

— b -fr 

* Rappel : ft sv . a = - £1 




■ .*-.r 



/ Vecwur vitesse 

Le vtcteur vites&e du point M dans le referemkl ‘jfl est la derive tempotelle du 
vecteur position du point Ml dans 3t : 




-+ 

C vecreur vitesi* ( m , R -i) 

OM vecteur position (m) 
f temps fa) 



/ {.'hHitip de vilessc d’tfrt suit do 

Un solide Cindcformabk) '-f esf up ensemble dc points 
id que pour tout Couple de points (A > B) de L la dis- 
tance AB ear conscame a a cours du temps : 

|aB| = cie- 

Formule fondiime n tule de Lu cinematique du s slide (F.F.C.S,) 

Pour deux points A et B appurtenant uu me me solide { J en mouvement 
dans le reftrenticl "ft : 

A ct B ; deux points du solids -i 
vftesse dc B £m ■ s ’} 

+ -* -+ — * -* . i 

t 1 1 B > , ^ + ft „ s a AB i?{ Afy ft vitesse de A Cm ’ s' 1 ) 

vecteur rotation Lnstan- 
tine (rad ■ S L ) 
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Dueilri? 1 Clhamal iqua Eta solide 



St A et B ne sunt pas nsturdlemeot elements du Halide f (a chaquc instant)j il cst alcvrs neces- 
saite d' utilizer 1'ecriture complete : 

HU? = vi Ae + 5^ /fl a AB . 

Cbflfffquencei 

- Equtprojeciivite den iritesses- du solid e : 

AB £{B) /a = AB 3(A),*. 

les vitesses cn deu* points quelconqucs A ct B d’un solidc ont mem? projection sur la 
droite (AB) (ekst-A-dire AH = BH'), 




■ Jje champ ties vites&es d H un solide poSsede une structure de taneur ; an defimt ainsi le rnrseur ane- 
mtttiquc ou torseur dtscibuieur des vitesses redtiit du point A, par I’ensemble des deux vecteurs : 
-* result ante : vectcur rotation instants ne du solidie .? par rapport au referenuel .ft ; 

-* moment cn A : vecteur vitesse du point A element du solid? par rapport a J : 



- 






Rfliurques 

■ Composition des veetcurs rotations instamanes : 

-i -? 



£2 



“n , : r * fl ava ■ 



'Sf /36 

■ Gumpasitiun des vitesses : 

Pouf te point C, qui nkst pas narufellcment element du solide tf, 
on peut emre : 

tlCe = (JlCs £/') /r + ?(Ci^ 




* (l^a d‘un snlidc fn translation 

Un solid? d csf cn translation par rapport au retcrentiei $ si, a uri msrant r, les vecreurs vitessc 
de tuus ses points som identiques. 

AinsL, pour deux points A el B elements du solide , r jf, on a* a Tinslant t : 

» 0{A) /fl - 0(f)* 

Ainsi, k vectcur rotation instaniane du solide d est nul : 

-+ * ——*• f 

Q^, , A - 0 et Yf* AB - etc 




- Solid c cn rotation uiitOur d'un iUt 

Un solid* !/ £Sf cr rotation autour de I’axe fixe 'j! 
du rcfcrcnucl ..ft 51 tnus tes points du solide . f ■sont 
CP mcnivcmenf ?ur des trajectoires eir&ilaires cett- 
trees vur 'J: a la mime vileS&e anypilaire 0 . 

Ijc vcctcur rotation insLanlaile du iOlide J dan? le 
reftreniiel ■# s'ecrit : 

Q uva = 6 ** i 

u e&i mi vseteur unicairc <ic Taxc On a : 
ihA),^ * Q^^aOA. 




pivoiemeni ... 



/ (lincmaliquc du eon tact ponclucl entre deux ^ulklc*. 

* Cas general 
On appclle : 

■+ vitesse de gJi&^ernent de -i/'| par rapport a " 

= *r(Ie Sf,)y g i oc gfcsseroeiu cor- 
respond a un deplacement dc !/, par nppon a :t 2 
Jans k plan tangent , 

On a : 

= ^le V\\ hu 
= Hie 

(eene definition est independante du choix do 
refcrcntichft) ; 

Hi vtcteur notation msiannme de plvotement 
O n j empposantc nnrmale du vecteur rotation 

irtstantane 0 t ; oe pivotement correspond a 

uric rotation autour dc ]"axc 0 \ ii r ‘i, normal ju plan tangent , 

—f 

-» vecteur rotation ins-tanlane de ruulemen I 1 i. , composame lungetflidle du veCKUT rotation 
instantan# , Y ; ce roulement correspond a unc rotation autour de I’axc du plan tangent 

r 3 




gBsaement 
plan tangent 






(I ; i\). 



Roulemem antis gllssement 

11 y a rnulemcnt sans plisKcmont (RSG) du stslEde \ par rapptsrt au snlide IV'-, si la Vitesse de 
giis?emeni de 9 r l par rappnn a esi nolle : = 0 



Ainsi : tr(I e ^ j t, , - v 1 1 e !f 2 ) 



va 



rODvnqhtQ' 



i aiGT 



iat 



Chdph-r-d 1 : Z !"■« ="i nf!-:i i.*i: iJm SQlidn 




Mise en oeuvre 



Met hod e 1 



Comment determiner la vitesse d’un point qui a p par dent 
naturellement a un solide ? 

Dll OOn&Ldefe un point M qui SSL fi-ailire-LLtment element d f un sulide 1/'. Or chenihe j determiner 
son vcctcur vitcsac parrappon a un referenda ;S : A . 



Savoir fa ire 



O On pcut utilizer la definition dc la vitesse fitis-am intervene la derivee du vecteur position 
OM : 

^ Bkcn prctiscr le rcfercnticl # (Tobsemiie-iir) par rapport a uquel on cherche a determiner 
le vecteur vitesse. 

-*■ Exprimer le veHeur position OM. 

0 u si ii ii point fae dft .* jsauvent, rl s J aglidtt I'duginu de 

-fr Deriver le veCLeur position purruppurt an temps dans It rrierentiel 3U afan d’oblenir te 
vccieur vitesse : , 






‘D'i utilise 1 a furmL-ledu VarigtiM) pour ilcnver IgsveiLeurs de iiase. 



-i Verifier La relation : 

* avec les unites 

* dans des Las particuliers oil le resultat esc connu. 

© On pent utiliser La F.F.C.S, 

Rechereher un autre point (A) du meme solide r J dortt le mouvement cst plus simple 
{done un point dont 3a vitesse cst pEus simple a determiner), 

“,0." Pour trauverdss pDin3s4rrt&re£saiiit£ d Li mern-3 solid e, il faul • comprEisore h le manveniRrtclu snlids coir- 
* siderti at r-ochenchof Ins pewits (larticul ers de co mouvemti nl lfl*e du rtmnum. oo n<r fix*. I 



, 7* 1 — *• 

-t Appliquer k F.F.C.S, r r ( M ^ = v i A)^ + £2 . f * a AM 

A 



* exprimer *‘iAjy a (voir O) 



U 



« s 



* CKpritncr le vecteur rotation rinsmntanc dc f J par rapport a SS : ll H/ ,, ; 

■ en deduare v ( M # . 

■** Verifier La relation ; 

■ avee ks unites * 

■ dans des eas partlcuLicts ou le resultat est eonnu. 






Le 5 points © el 0 sort assai Equivalents., Ie paint © sEan! p articsiEiere ment < rite res sant sans le ras oil 
la vilests rig 2 f point (le point Al esc deja connte. 




. -+ ■» 



-*■ Application 

On eonsidere une tige 3 de longueur f qui pent os tiller dans le plan vertical , t,, ) sachant que 

son point A pent se deplacer librenient selon Laxe < 0 ; e x h son abscisse tst x. 

Le sol est rcprcseme par le rcfcrcmicE M (O ; e x , e v , e.L 
Determiner !a vitesse de D par rapport au sol. 




Solution 

'> On pent calcuter In vitesse de B par rapport au soU i>(B) t a Laide de la definition : 
-* le sol est represente pax Ee referemiel & ; 



-» v 

Ox : 



un vecieur position est OB pulsque O est fixe dans 31 avec OB = O A - AB = xit* + f t T 
d =±\ r d 



d?. 



dl 



-- (d,° B L ■ = 



-* _ , /d*_\ + 

* e T est constant dans w done [ — J = 0 5 

- f - cte done ( - 0; 

x ■+ a 

/ u! t'(f \ / u £ p % -> ^ * “+ -* ' — t ■ — f . -f. 

‘ | -jtK= ( ~ ( ) + *V * A *T = 0+ A *r = ®(+ 1 ***) = 9 U *™ & =(Ai e rI «,). 

Alnsi : 

Vcrific at io ns 

* Coname x est en m ■ s' 1 , l esi en m ei 8 en rad ■ s^ J , ceue expression est homogene a une 
vitesse en m s' 1 ; 

-J , B k 

■ si ft = Oj. alnrsla tij^c n'oscille pas et la fnrmuk donne = jr£ it ccqm est juste {puisque 

tons les points d'un solide en translation ont la meme vitesse, cVti-4-dlre id celle de A) ^ 

* si x = 0, alors la tlge oscslle autour de A qui esi fixe par rapport a -Ji et la lormule donne 
c ( B >, 0 = j ce qui esi juste (B a une crajectoire circulaire de rayon Q. 

Ijc point E apparnent naturellemem □ la tis?c ,1 . On rccherchc la viressc de E par rapport an se>1 
done par rapport a 3t. : . 

La tige J pent osciller autour de son cxcrcmite A qui ne peut sedeplaoer que selon f O ; e*). 
Un autre point de Ea tiye J qui esi inleresHanl est done le point A puisqne son mouvement eat 
plus simple que celut dc B. 



-* On applique la F.F,C,S. : v(B)yJ - |j(A),.J +■ I X - lV a AB, 



c T 
L_ 



c 3 
1 



J 



;(A) '® ‘ (i oA L • [s'”* 1 !, E "‘“(it) 



1 = 1 , 
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Chafiiln; 1 : CinrmnliqyB iki jgtidc 




■H 

ivoifO 

* Vecteur rotation instamanc : il _ . . 

+ j «4 N . ■ji j ^ 

* Done it' [B i/ a = + e r = j(,+ l0c.A(i r 

■ Jtej.+ f& f + l X 1 X 1 x^) 

/I t t 

■““tel tel l«ta<v? r j{ 




Ptnr uppli-'MS’ ce:te 'amula il fflul bien jl lis-yr un poinl 1 l la l et • , r ins: 

j : l B „ * r(0 1 t +■ £1 . _ a IJB c a-r Q if >. 



■+ Vcrifrcatiuns : voir veriftcatinnF dc (I. 



Methode 2 



Comment determiner la vitesse cT un point comcidant ? 

On Considers un point I qui n'esl pas nalurettemenE element d'un solidc !/. On chcrche a determi- 
n-er JIM' I € -J )( n ou .ft repr&eatc 3c n-fcrcnticJ, 

-* Savoir fa ire 

r b « h h « rife- Mi Sm mm mm mm mM, mtm afl mm OH « -An m m « ■■■ ad' _ m _ H « iflB: « feri » Hb h W m ■_ Mi h m — n 

I On doit utiliser la F.F„C.S. : I 

I 

’ M&ma si le pa> i'l I iVhsI pss n&turaHemartl fl fcmeini du ( r \ f ► > est Plenum C: Ml ts* avidtni. cesl 1 
ncrit., I. On cheFche dom: le uiSessfl d'un pain-t" qu'-nn larcir * a etre elams?nt tl is solid e i a un instant 
doittia. 

Rechcrcher un point (A) du mtmc snlsdc qui, Ilh, cst natuneilcment element du snlide | 
y et dotui le mouvement est le plus simple possible (done dont la vitesse est la plus simple ■ 
possible a determiner}. 

I Pour (raiiver un point interest ni nature Jen eul Clamant de > il'iut h compreprire e mnuefliFiant du 
solids considers et rech&rchet les points particulars. de ce mouY&mefH teste de rotation, point lixe • ( 

I ^ AppEiqucr la F.F.C.5. : 1 

i i 

! tt{U soi * rfA)^ + n,X A ^ I 

1 i f * V 

I L L 

[ rii* 

■ exprimer i < A)r s (voir methodc 1 ear A est uo pisint naturellemeni element du solide !d) ^ 1 

■ estpriffler le vecteur mstantane de rotation £i y . h de It par rapport a ^ 

■ endeduire r(I c y ). . 

-► Verifier la relation : 

1 * awe les unites ; 

*dans lies cas paniculiers oil k rc&ultat est connu. 

L _ ^ _ ______________________________________ J 










-I Application 

On trudie un talcanisme de lancemeni des pigeons d’argilcs dans ur ball-crap. On repcrc Ic point 
jM du pigeon d’argilc '■? a faidc dcs paramctncs r ct {3 sadhant quo Le pigeon d'argilc 3* glissc s.ui 

M+. 

lc bras Le no] esl represenle par le refcreiilic] & (O ; e x , c v , tf x }. 

Determiner p(M e . 




M C5t Iiaturcllemicnc element du pigeon d'srgile Or ici a nn chcrche La vit:s?c d h un point com- 
ridant (avec M) element du bras 35.. 



^ PI Me *lj, *n M» .J'l,, = rl M (,■ t 



■+ On Joit tra uver ion point du so]ide 39- qui s ]ui, soil naturellemcnt element de 'jft. 

Jci Aarni mouvecreni dc rorotEon aumur de (O 5 Un point qui convienc esi done ]e point O. 
-i On ipplique la RF.C.S. 



■ ?(M E .*),[ - <’(0), s + fl t/ J A OM; 

j 

■ if ( O i ,■ - 0 car O est fbee dans v!ft j 

T m *Zi 




* t r ( M t ) { A - t ■ f Q A + 0 tT r a r e r = O + r0( + l X 1 X 1 X e,) ) 

/ t t t 

WT* : yil I'J 



,1 — + 



p(Me '$ ) ji s - rfl* e * 

-► V&tficsdMU 

Comme r est en tn t y era rad ■ s ■, C-ette relation efil homOgene a une vittsSe en m - s 3 . 

y^\ M = A*M dan c 1 1 M e . /, 1 * .<• t M j, . En eHsi jm Mi = | ^ li M | 

Rtmn|it 

Comnni M uLniturallansnc rildment de £ : M e £ = M du h M e f 1. , = j i M i, . . 

' r n r " 

r de. 






Chupitm l CinematiciMfl flu solide 
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flappel ; ( urY = j/Y H/r' 

SI on appella .fi'le r E-f&rentiai lQ ; e, , #„ e'.'t. on a : 



ot e esL consta nl dans j'r' dan c 




* U. 



ir. 



dent I — ! 1 = Jj a tf. = 0 s,a d = 9i+l k 3 x 1 x i <iTEcle des 3 da Qls da la rn'Bin drorte) 

% dt ' i i * v 

b«ii o 1 ', e. a«i> t‘„ i i. ■ 



’ ci " \ 

c'eal-i'dife I _i' I UtM etrtonc 
\ dt ft* 



J' lMly « f e’ + r<3 ej . 

Pour Piitflf i M stir Is or as 34, il suftrtda suppasar ,r = els said r = D ; 
dans ce caa i i M , s'ecnl a>Drs r ft e lr ce qui fist i i M . . afi j , , 



Methods 3 



Comment determiner uite vitesse tie glissement ? 

On considcrc un point I. point de contact entre deux soEides et -f v 
On sthcrchie a determiner 3 a vitesse de glissemeni dc 1 ^, par rapport a IY ; , 



-* Sa voir fairs 



O Bcrice la definition de 3a vite«e de glissement r(l 6 -f\ \ t , f de /( par rapport a if i (t'est la 
difference dc vitesse entre d 3' z an point I). 

V Si besom., utiliser un referentieJ intcrmediairc ,'V ct Ja composition dcs vtrcKscs, afm dc sim- 
plifier le ea.ti.-ul de CCUe vitesse dc gliasemenL : 

f'df ) s , h = fn e y i) fm - e(i e r/. 2 > /a . 

*\jl ■ PaurtJDLRf*r cs rsferEntjsl intermerfiaireinEBrassaRt.it suffit de > Egarder le mautiemervt de chacun dss 
T 0euM stride* si db weir a J Us onl « das mouvinnerrttsimplis » dens un rtt^unanlmL eemmunitmi tcnsmvuufa 
stars 1 e relaFentiel intense diaireK 

*5i IW de* riflui; splides kk)>xq pu n'est pas en rotaatnt. >’l e'y a pas bewin dlntratfui™ de njrereni-ei 
iriCEmediaire. 

-+ -4- 

Esprim-er >■ tes dens composantes p de is vitesse de glissernent y(Ie if v Va tL 1?{l ~ ^Vs ‘ 






V-mr fTMi.-rh.Ddie 2. 



■+ En deduire 3a vitesse de gJisse-tnent. 

■4 Verifier 3a relation r 

* avec les unites diomogeneice) ; 

* sachant que 3 a vlccbsc dc glissertertt doit etre element du plan tangent > 
■ da tit. des cas particuliers. 




^T“lh4j4Se-a. 












-+ Application 

On con&idcre deux soltdes l/ A ct if g, en contact an point I, dc rayons movem rcspcctifs r A et j^., 
tournant a dcs vitesses angulaircs respective!* <u A ct pur rapport w sol represents par 1e referential 
ft (o i t xl f v , o. 

Exprimer la vitesse de glissement dc ^ par rapport a Sfg . 




Solution 

(I vitusse de glisscnscnr dui :/ A par rapport a !Y S csr la difference de vitCSSC qu’il peut (ou non) 
ejrister enlre I \ et -i 0 au niveau de leur point Je con tart {ici I) ; e'est done : 

fl On voit bien ici que Lu mouvemcnc dc ';f' A par rapport i lly n’csr pas facile it imagtner- En revan- 
che ]<r mo lavement de 'J A par rapport a ji esc simple {rotation autour Je A; ainsi que celui de f/ B 
par rapport a lift (notation autour dc B}, On va done tour niicurcllcinerLr utilizer Yt co mm a refe- 
rence] iiliermediaire ; ainsi : 

Sd «»*>,. -fa •*»>/.- 

0 On va done eKprimer i-fl t J A .i et v (It J B ), . 

La pqrnt da contain rta I n't Et pas element da / A , aide H ' 1 ■i' J A etl*l i E - Am&i : 
t' ( I > i = D * r ( 1 s ’S . ) 

■ n r 

* r ( I e l e J , . 

Qn ne pautdorc pas util -se^ la methods 1 paur determiner r. I e J‘^;. pu i' ; I e e .t s i 

■ H ' B 

-> Determiner r ( 1 e if A }, t revient a determiner ta vitesse d’un poin t * dans la position de I » 
mais dvant La vitesse du solide ( J A . 

Le mcn-en le plus sur pour calcukr cctrc vitesse cst dmiiliser la formule fon dame male de La cine- 
maiique du ttolide [voir me diode 2), 

Com me le mouvenneni de :/ A - ft esi un mouvemeni de rotation autour de A, pour determiner 
Hi t -f A i, , on va. se wmr du point A, point nsturellement element de !Y fl : 

A uppaneitl ItSIuteliameint a redone: 

HAs = rlAl; 1 = ( j ( OA | = 0- 



Ch^pitre i Cingmstiqua 3u solids 



Copyrighted malarial 



Avcc 



j on cent : 

t 



r !/* 






c l e ,'/*? esr element da - ^ I Cesi. fcuidtnt puiscue cast *crn.. 



~ T , “7 1 — + 

Done t r (I £ - 0+-<ii A r_ a r A e x ear A est fixe dans M done v (Aj, - 0. 

Done r ( I 5 \f A }, . = r A ftn A K(+l x 1 x 1 xii v >, 





Itni [ry^gfi; |ij 
■to 1 


1 FA l-tvv| 


L r ; a -Li! 








- r A®A*y- 


r S 1 c 




Id -> 1 


■ fl dorc 1 e !/n # 

jH- 



Par analogic : 

v(I e +1 ^ : v* A ^ > d'ou ^ e )/ a = 0 + 1- w B f!) a (- r B fj 



c a. 



«= *» 
L 



j 



iMle S/ B )^ - r D ol H „ 

Auee lessens ilefinia. e t , 

-i Ain^i la viiebsc de gjisflement s’ierit : 

r 3\) h = it{le Sf A ) /# - ?(Ie = W/ 






Verifications 



* CoTr.me r A et r h sont cn ra, et 4.^ en rad ■ s' 1 ccrtc formulc cst homogenc A one viecssc en 



m J s 



- Le plan tangent e&-t defini par Lei directions i>. ; c.j. De plus, ici ]e probltme est plan C *=,. 5 t'. j. 
[..a vfccsse ne doir done contenir que la direction s\, (vrai) ; 

• dans Je cas ou la vitesse dc slisscmem est nolle, on a : 



-t * r. 

<r A tO^- r Q Ul B lir v = 0 iOit W 0 = 4 — ffl A , 



Lc signe - + » s’explique par le fait qi^il n'y a pas de glissenrient cn I ; tes deux roues moment cn 

sens inverses, done : 

si (o^ > C.1 alors (o u >0, cr si 4 j>^ < 0 alnrs ui u < 0. 
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Niveau 1 



Ex. 1 H omoge incite d une relatid n 

Verifier L "homogenetic d’une relation, i 1 = tur dans 
l&qvelk v C4t UM viMSStj (i) UtlC vi(eS$e (mgulaipC Cl r 
une longueur. 

Ex. 2 M'ouvements parti cullers 

On envisage une automobile sur une route rectitigne : 

a> uui se deplace oil roulant sans glisier dans la dirct- 
&on de la route i 

b) qui se deplace, roues bkiquecs par les freins (sur la 
neige par exempts), dans la direction de la mure ; 

c) dent, les roues matrices pabnent. La voiture n’avan- 
C»nr pas. 

Darts uhiicun deS das cbdessus, determiner la nature 
du mouvemem cvcnrueL (translation, rotation .. .) dca 
roues metrics et de Diabiiacle, 

Aucune demonstrabooi n'estdemandee dans c-et estr- 
cicc. 

Ex. 3 Zs leu I ties vitesses 

Utt wagon se deplace a la vitesse t = HIS km ■ h' 1 , 
chacune de ses roues poswde un rayon r ■ 30 cm et. 
roule sans glisser sur un rail rccriligne a la vitesse 

. . t- 

anguLanc r» = -- 

1> Cakukr la vilesae du wagon en m - E* L . 

2) CakuLer la vitesse angulairc de chacurte dcs roues 
du wagon tn rad ■ a' 1 ! puts cn tr - min ’. 



Niveau 2 

Ex. A Ch nrte d'une eche He 

Soit une echelic % de longueur 2t i son extremite A ac 
deplane suivatlt (Q ; r^l el wn extremite B suivant 
(Oj c* I et son rtiouvement est deent par la relation : 

•w-K'-i') 

Sivec t pusitif croissant expnme en s et et 0 exprime 
en rad- 

Soit 54 le referenticl (O ; T, . T„, lie au sol. 

I ) 3i ) Monircf que le point G, milieu de | AB) t a une 
trajettoirc eirculasrc de centre O. 

b) Lxprimcr r (G)^, 




c) Indiquer k sens de dcpLaccmcnt du point G. 

d) Verifier que J|p(G>^| ■ f|&*. 

— K 

2) Determiner D f f , . 

3 ) a) Determiner les expressions de i*(A},^ et 

"< S V 

b) En deduce le sens de deplacement des points A et B. 

-4- 

4 ) Rcirouvcrks expressions de t-£ At, et v |B V* cn 
ubiisant la propdecc d’equiproietiivire du champ dcs 
vitesses d'un solid?. 




Ex. 5 FomiuleJOOO 

Le but de cent; application est d'etudier k- mouve- 
ment d'une Jbrmuie 3 QM dans un virage -et d'en 
deduire Les confluences sur la direction des roues 
avant (roues matrices). La modcLissiion adopt&e est 
calk de la figure ci-dessous ; O est le centre du virage. 




C.hnpicre i ; Cinamatiqua On solide 
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Le rcfcrenilc] tic au sol csi note Ift^O » f)., r^), 

Li r£terencie| U6 a la voiiure «t note 

S(C ; 

On pose t 

- OC = r c| [r £t*nt k rayon do vtrage, CODtttdt] ; 

■ * — -» ^ 

* A^Aj = A^Aj = L 



* A 4 A, = AjAj = L^j 

-¥ -4- 

* <J EI {*^* 1 ); 

■ Tj ci 'f z sont dcs angles mcsures a parnr dc La direc- 
tion dc [O ; t!|). 

Cest k milieu de A*A 3 . 

1) Enprimer 5(0^, JfA s ) /(l *l r(A 2 >,.. en 
fonction de r, d et &. 

2) Donna les expressions dc ^(A ( V ct 

3) Pour que Its roues directrices louJeni normalc- 
rticnij A] « A, doivcnt uunur autour dc O. 



ei) Jin utilisant la figure de renenoe, exp timer les 

angles fOA 3 , at (OA 3 . ? 2 ) en fonetion respeaiue- 
ment de et fj, 



h) Exprimcr k produil scilalte OA L ■ r.' ( A 3 >, Cu 
fane don > entre autres, dc OA, ct "P, tr tc produii sca- 



Laire OA, 



i'fA,). en fonction 

'■* 



entre aucres dc 



OAj a ¥ a . 

c) Que pcuc-oi) dire dt la valour de ecu products 
sea! a ires ? 

Jin deduire les expressions de tan'll et tanfj. 

Quelle csi la roue qui est La plus inclinee ? 
Rcirouvc-i-Qn le fait h qu’en depLacemcni xccdligne 
(iur une muie rcedJtgnc par -excmpLe) le parallclisme 
dcs roues mortices don etre realise P 



Em. G Developpemenr dune bicyclertc 

La ctialne ft) d"une bicydette s’enrouJc sur les roues 
denies du pedalier (^,> de centre C, el dt rayon r L 
et du ptgnon amrre utilise de rayon r t . 

Ce plgnon esc solidairt dc Is roue arrlcrc i;/,i de cen- 
tre £ 1 -, et dc rayon r ; ]e eadre dc la bicycletle est note 

ca>. 




Les points E ct K son! * les premiers points * de con- 
tact entre La chaine dune pan, le pedalier et le plgnon 
arrlcie d'aurft part, 

HU l£. 

r Q 

Les rotations dcs suit dcs (£# , } et (!+ z ) par rapport am 

refercndel lie au sol , e^\ e* r el) sont parame- 

Tuces par las angles ct f+j . 

1) !:n utilisant les points Li et K, rtablir la relation 
entiT fl L cl 6 2 . 

2) a) On admet que La roue arrierc (^j) roule satis 
glisser sur Le sol. 

Determiner 9a relation entre la vhcs.se de la bicydette 
x Cl kviicssc wngulaire f3 2 dc (Fi). 
b) Jin deduire 3a relation entre i ct . 

3) JExpnmer * Le deveLoppcment <• Aat de cette bic>'- 
cLcrte saehant qu'll correspond i U distance pareou- 
rue par la bicydette pour 1 tour de pedalier. 

Fane I 'application numerique dans Je cas d"un prece- 
dent record de 1’heure nu on utilisair : 

* tin pcdaELcr de 56 dents (k L ) ; 

* un pignon aiTicrc dc 13 denis (hj> i 

* une roue airicre dc dlamerre 66,6 cm. 

Donh-cc 

On a L reliiliori : 

ij r a 



-ODvr 



etcices 




3 ? 




Niveau 3 



Le point dc contact cat note A ; on pose D = (*,, c z > 
ci (p la vitesse anguLairc dc La rout ariieic. 



Ex. 7 Comma n dc do sou p a pc 

Une commandc dc sempape dc moteur dc voinire sc 
comp'^sc d’unc came farbre a carries) ou extentnque 
H (Hssatvi directcmcnt suf on pouasw ft) guide ver- 
tLrslenucnt par Se bati (£), qut apt dixectemerit sue Is 

SOttptpCr 



4»— — . 



Soit ft(0 j un reierentiel Lie an bati E. 

L’excemnque est assimLIc a un disquc dc centre C, dc 
rayon r ; il Wimu aulour tl'un axe iO j t\\ lie a E a 
vitesse constante. 

SoLt '3t | (O 1 1 , . . dyl un reicrentieJ lie a 1 i rcl que ; 

OC = at, [a > 0} ct 0 = tj. 

I a contact cntre f f ct sc fait au point I. 

13 Expnmer la vitesse v (I t Sf)y t etl faoctfen de j k r 
ec 

1) Conner L'cxpressLon de La vitesse (dc translation) 
die ()£} sLiivant (O j #„), nc«£e ; 

v = l 'A^- 

3) Dormer I’aLlurc dc 3a representation graphLque de 
9a function i > * ■ fl .$ ) pour ; 

-n =; & =E it. 

Conduce aur Le type de moiivemem de A. 

Ex. 9 Etud edumo uvemeot d une roue de moto 

Dan^ eeriaines lel-tss- foiaines, on pent voir des 
moiards evoluer dans des cages cn aeLer. 

Lcbutde ecrec application est d'emdierJc mouvement 
de la roue arriere eonnaisranl 9a vitesse de Lb moto. 

La toue atriere !/deravon r = Qj3 m noode sans giisser 
a I’mrericurde Ea cage enackt f de rayon R = 2>5 m. 




_L _1 





1) Completer,, sllt le schema, les referemids 

lie i 3a && ( 4 ) ct 

.A(0 j ^ ) WhUtUt 1* eenire dc La rope arriere 

O, et lie a o cadre dc 9a moto.. 

2) Determiner ^expression de La vitesse da point O, 
par rapport a (%). Sachsint que la moto (Les BJtet de ses 
roues) a une vitesse de 25 km ■ h -1 . faire rapplication 
numcriqae pour ft (txpriimse en tr ■ min 5 ). 

J) Determiner Sa relation enne tp et 0 . Faire I’applL- 
COfttOn numcric|ue pour tj> (exprime en tr - min l ). 

Ex. 9 B Didflirt? nt a roulfl a u x 

La liaison cntre un cssicu £2f} d’axc horizonral 
A = (C j *,) et une roue de I'odture (JP) de rayon rest 
assures." par un rouEement a rouleaux. 



ChapiirC t : CmCrnaticjtie du aolid* 
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9 2 r) 




Le roulement est CAUthut ; 

d\me bague interne (-/} de tij'on exterkur r t , sob* 
daiic 4c I'cssLeu d'axc 4 , 

d'l-iTie hague cxteme (#) de rayon inkiieur r 2 , tour- 
na ni. a la vitesae angul ni:e in, solidairc do La roue ; 

- dc tt cylindrcs homogenes sltucs entre ecs 2 bagues K 
tm contact unmetnel a vet ehaewn* d’entr= tiles et sur 
Lesquelles its roulent sans gllsser lorsqu'Lls sent en 
dUHEvemtAi ; ils mini logos dans d« cagjcs (rum repte- 
senteesj tjui evkont leurs contacts mutuels ct qm p«r- 
OKtRA! dc ks mill m LJiir regulierejncni repartis. Ij 
roue remit sans glitter but It sol horizontal (point do 
contact K) i Ikssieu ((/)• est anirrk;. fNJriapfMirt ao *ol, 
d'im mnuvemem dc rfansLatLon dc vitesse ? = t'c\ . 

444 

■ Le reterentLcl $(C ;. e x . # t . c T } est lit a Lkssieu £!/). 
* Lc P^fentieL sfl'tC ; e r , *4, csi tel que 



& - {r I ,* T ) *vec CA ™ 



Fj + r 



*1 



’ Le referenttd (non represente) est Lie au sol. 

■ t& est la vitesse angnlaire du. cyLindre ( f £), 

1 Soil I or Jl les poiniE, de coniacr ensue le cvlindie ci 
Kspecrimnent («s bagoes imemt ct exteme- 

1) Exprimer la vitesse aiijtulairc (to) de la roue en 

tone don, encre autret, de v. 

2) Tro liver la relation entre tp et 0. 

3) Trouver une relation entre tp, 0 ct to. 

4) Exp rimer B cn fonetkm dc i>, r, r, et Fj, puis tp en 
function de ^ r, r L et r 2 j compnrer ip ei 0 . 



Indications 



EH 1) Determiner les expressions do r(Ei Sf j 1 ^ 
et dc t>(K e f , i , puls tetnarquer que : 

* [ ’ (Ke '%=» 

cat la ctiiiine est inextensiblc- 

@EI Envitagcr la cojnpotante dc i* ( I e 
scim: i-' . 



VU 3) Utiliscr le non ilissemeni au point dc 
contact A. 



a '* : ls 1) Utilizer k non gbssement en K 

2 ) Utilizer k non sl^semunt I. 

3) UuLLscr Lc non glissciucnt cn J. 



Esnrcites 



39 







Solutions des exevciaes 

Exercices de niveau 1 

Ex ere ice 1 

Dana v -tor: - v cat exprime en m ■ s ' 1 * 

* w est exprime en rad ■ s' 1 \ 

* r eat exprirttii eri m. 

Le radian est une grandeur sans dimension puisqu'il est defini comme etant le rapport de 
deux Longueurs. 

i 1 stexprime en m ■ s 1 j 

ca - r 5'exprime en » -t m (m - s _1 ) ^ 

la relation esc done ho mo gene. 

Exercise 2 

a) Deplacemem reetiligne avec roulemem sans glissement 

* Habiracle : il subit un inouvement de translation rectiligne. 

RemHrque une translation n’estpastnijjDurs recti igne r el le pEutfclre qtrculaire par enema le Items lespflints appar- 
ie<ignt au solids decrrvaiii fliers ties circonffcrences de m&mo rayon}, 
de plus une translation rectiligne peul £tre unilorme mi unrfarm*ii»ntv>rii*.. 

* Roues matrices : dies subissent un mouvement compose d’une translation (d’ensemble) et d’une 
rotation autour de Lours axes. 

b) De-placement rcctiliirnc avec les roues bloquccs 

* Habitude : il subit un notnenUnt dc (Translation rectiligne ; 

* roues motrices : dies subissenc egalcmem un mauvemeni de translation r ec titi gpe. 

c) Les roues motrices « patinent m 
' Habitade : pas de mouvement ; 

* naues motrices : dies subissenr wit mouvciment dc rotation autour de leur axe. 



Exercico 3 



1) On gait que 1 km = 1 QUO m ct que I h - i 600 s done : 

v - 105 km - h -1 = 1QB /. 10110 = — = 10 m b~ 1 . 

3 600 3,6 

Pour passer ile km ■ Ir 1 en m ■ $-[, on diuisa par 3,6. 

2) La vitesse angulaire des roues du wagon est donnee par la relation : 

Ou r est en m ■ s x , r en th done at en rad J s 1 * 

Done (t = - = ^s 100 rad s -1 . 
r u 5 3 



GSWf Vf^f+d I 
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Pour exprimer tit en tr ■ min' L j, on sait que : 

| tr = 2l rad £t I nun — 60 s, 

100’ 

donq S) - ■ - - LOO K — 

1 2 te 

60 

- lOOx 0,55 - 955 tr mln-i r 
Paur passe? de fad s ' an tr ■ min an mulliplie qnasiment par 10. 

Exercices de niveau 2 



Exercice 4 



[ J a) Quelle que soil la posiiion de Techelle^ le triangle AOB est rectangle en O ; OG est la mediane 
issue de O done : 

AB 

OG = — = f s tunsLante. 

G ji done unc crajeccoire circulaire de centre O et de rayon f. 

Ortpeutiussi remarquirque . 0G = t castle, + Csintie'. done 0G = 0G s (, 

b) Pour calculer ?(G^ , on pent par ntemplc utilizer la definition de la uiiesse : 

Voir m^lhdde 1. 

* Vcdcur position ; OG - (OG ■ **)*£+ (OG ■ 



= ££ 080 ^ + £ sin 8 # . 



0 est lixe dans.fr 



* 

‘Vitesse : ?<G) /a - + 

d^\ d?\ 

= -£MD 0 0 fj+ fCQSfl^-^j + fCOS 0 - 0 ^fi- f sin 0 1 J , 

_y<. _* _* . rdelv * /da,\ 4 

Xj* e r at s r sent I ikbs dans Ufr r done | J = 0 al | | =0. 



Ainsi : 

u(G),^ = -( ilnO 0 « 2 + £ cos 06 ^ v 

c) = -fmee^ + feoftGfte* . 

* On sail 4jue 0(f) = |( ^ - P^ur t > 0, dyne Ofift fi | , done : 

sin 1? > 0 cl cost) > 0 . 

* Pur ailleurs 8(i) = - j avec isd, done 0 0, 

□ 




Done : 



? s - -f sin 0 0 3=0 et v(G) /u -t y = £ wifi 8 <0, 

On cn deduit 1c sens de depliLem^niL du poim G : il se deplace de gauche a droitc ct dc haut cr ba? 
(s-ur sa trajcctoire oirculaire de centre O CL de rayon 0. 



© . 




d) Pour ealculer la norme d'un nctnii or utilise fu* definition |u = u ■ u et done 

! 2 < G >/«| 3 ■ ?(0)/,'»«3)„ 

- (-tiin00^ + { cqs 00*£)- (- f s.m00ij-i- t'cos00e*) 



= i 2: co? 3 0 9 3 ) = **& a 



Done : 



'(G) 



/a 



= t'lfil. 



Hesultat lag que q juiic on sail que £ dticrU dan's lA urns trajacIflirB citeulaira du rayun I u la vitassa uiyulaire B . 
-* -# — * 

2) Pour determiner 11 , ill nous faui eonnaltre I'an^c (e^ AB 'i puisque AB represents one direc- 

tion die i . 

Or, comme le triangle OAG esc isooele : 

AOG - BAO done = 11-0, 



«*/» = - -»«' 



—t 

r ■ 



3) a) Pour determiner 3es expressions de A), . et Cortime on oonnart deja et 



/ft : 



va 



£1. ( . , on va utiliser tout natureUement la F.F.C.S. 

jft Voir mithode 1. 

?(A),I - 2<o)J + 31 a5a. 



B V. 
L_ 



c i 
1 



1 




CtmpitrB 1 : pin^mnl quis civ EOUd# 
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Or ?(Gjy f = -fsiuGO^, +-t'cos6 0^ et £1 ^ - ~G atoni ; 

p(A), lft = +(-0^) Alfcosfle^-tfsine^J 

= f—f5.in$0^ + fco&BS^] + t-fcos&0^, + fatnft0(-^.)]. 

Atnsi : 

V ( A)^ - - 2 ( sin. 9 0 el „ 

Vitrifications : 

■ Comme f tst en in, 0 en fad ■ S ] p ftllr expression est bien homogene a. une vitnK CTJ m " S " 1 \ 

■ i 1 ( A). ^ esi bjen scion tf T i 611 effeL le point A se deplace (enonce) seton ( Q e^}. 

Dc racmc i 

= [-tf 5 m&S ^4 feasBtf^] + (-&*£) a r--fcos 6 tf* + fsinG^J. 

On obuent : 

= 2 /chjsO 0^, 

b) Pour le mouvement qui nous intcrqssc {voir question I) c) ; 

* sinG ^ D; 

* cos 6 > 0; 

* a so. 

On a : 

r(A) /jf ^ = -2 f sin SB >0 et ? (B) 1?| 7 y = 2feos8b SO, 

done : A se deplacc vers la droitc i so Io n e^) 

B st deplace vers le bus (sdon - ej) 




4> A ei G appameaneni an meme sollde '£ (Tidielle) done 1'^quipnjeniviT^ nous dit quo : 

P<G> /S( AG = ?{A) /at AG. m 



■Gut 





Par ailleur* : 

' r(G) f|) =-(ainO0^ + f cos 0 0^* 

* AG = ■* f cos + € 5in0(^ j 

* ei r(A)y = Vfjt t car A se deplane scion (O ; i*). 

r{G3, ^ ■ AG = {—£stne0^ + €cm00^)' (-^CosW^ + ffinii^) 

=s C^cosftsmGQ +f 2 cos0sm00 
= 2f ! fl sinftcosQ 

r (A), M AG = (f A s^)- (-foos0^ + faiD0i^> 

= -f|f A C13»0 
La relation (1) derieni 1 

2f 3 0sinenM0 ■ -fi^cosG* soit v(A) /a( = -2€rin90^- 

De 3a mime maimcrc ; 

* 

* p{Q)^ GB - GB (2); 

* GB = --fcosGt* + fsinO^- 
La relation (2) dcvjcnr : 

2 $ sinfiiuifl =■ fi j B sin0 SOLL = 2fcos0&. 

Done : 

= 2fcosG0^r 

Cda donne RjaphiLjnemcnt : 




Chapicre l Cindmailque au solids 
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Exercise 5 



1 ) Expression dc i'(Cj^ 

Li? vecLHLr posiCian frtant donne dang riraonce :an appliqme la meffeptie 1. 

* Le refereniie] est ..%$ (ortgme Q) . 

* QC = re 3 avcc r — constantr . 

r df, 



* ' (ttU * '{HU.' 

" (wk - ®^> d0M; 

Expression de if(A,) rjj 

La vecteur posit on 0 A 3 n sc -facile a «.ipr<mer ; on ippliquo l« methods 1 , 

* Le teCm; Uriel est 

* OAj - OC + CA s = (r + , avet r + d — cnnstantc. 

+ fdOAA /di!\ 

’ ”<**>* - [“ark * ( ' +d, (dFjk ,donc : 



-» , 



* f tAj} ;s = ir+ d)$e 2 < 



Expression de r(A 4 ). 

On applrqun la methods 1. 
* Le refereniid est JL- 



OAj - GC+CA., - , avet r-d = noscuue. 

■del 



dOA 4 \ /de^ 



done : 






2> Expression tie e’iA l ) 



*** 



"j^J On uppliq ju la mBLl oot' I. 

* Le referetulel esi 



* OA, = OC + CA, = OC + CA 4 + A 4 A, soil: 

— — ■+ -4 ~f “+ 

OAj = rf s — e/ + Lj 2 flved r, d et L constants. 




dOA^ 

V ** = I 1% 



=1-5^1. - <r - i,) (ir)/*. +L (^rL i 



f — \ = -fl ^ cl ( ~ ] . - n done on obtfcot : 



or 



l , (A 1 ) /g( - (r-d)Be t -L8 



e t . 



Expression dc u ( A j} 






"Jyu On applique lam&liode 

* rcferenitel e-st rjft 0 . 



OAj — OC + CA ; — OC- + t A j -+ A^Aj soit i 

1 | _i_|i 

OA 3 = re 3 + dtj + 1^ avee r> d ct L constants. 

K dv 






aOA a 1| 
dr L 



= (r + 



-(Sk-rik-' 



- — * 



r(Aj)^ = {r + jJ)flF 1 -L0e , 1 . 



On aurart pu appliqutr Is mtftlsQiJe 1, c'est-a-dire ecrire ia F.F.D.S enlre A, at A ; appartenani au mftfflfi SOlide for- 



nut 2 ‘.in:.: 



■+ ^ 



3) a) Expression de ■; OA lt e* t 

+ — —ji jr -+ t * 

(A]Aj, OA t ) = et (A L Aj,« 9 > - - rud puisque e 2 esi perpendicuiairc 1 A,A;! 



comme (A^,?) - (AjAj, OA]> + (OA|^) = ^ Oil obtient ; 

(OA,>^) * *-V t . 



Expression dc ;OA,, fj) 

{A,Aj l OAj) = T> ft ^ rad; 






comme (A ] A 1 ,c i ) = ( A 3 A 3r OA 2 ) + (OA_j, f 2 ) - -j on obricnt 

£e 



(QA Jr *D = *-'IV 



b) Expression dc OA|, - r [A,j ; ^ 






OA t 'l»fA,)y = OAj -[(r-iftOfj-Lflflj] soit OA t - t'(A L )^ * (r- djGOA, ■ e 1 - LO OA, ■ e t 






done eoitime 



OA[ *5 a OA,[^||cos(OA^, * a ) = DAjCOsfJ-T, j = OA^inY 



L s 



* OA, - OAj|pJ||cos(OA,, e,) = OA,cos(-*F,> = OA ] «w'l f 1 ; 
on a finalemenc : 

1 4 



OA, c(A,)^ = OA^tfr-dishiT! -LeosT, 



C upy 1 iy r 1 Led n 1 ditrr i B I 
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Expression tie OA, tt(Aj) 



Va, 



OAj‘U(A 2 ). a - OA, ■ - LOt!,] soit 



OA 2 - (i ( AjJ f k = (r + rf )ti OAj - 1 2 - L 8 OAj - e , 



done cornnat 



—* * -* |-?|i J -* 

* OA 2 - c 2 =■ OAj. ] e 2 || cos(OA a , e^) » OA; sin T , j 
*OA a -f^ = OA; j^]| eo&(OA;j, e L ) = OA J tM4 , 2 ; 



on a tinalemeni : 



OAj P(A 3 } /a = OA J 0[(r + if^biT 2 »Lcos'Pj]. 

e) * St A | et A a loumeni autourde (O ; e r ), alors ?(A, ) f . etil penpendiculaire a OA, ei ^{Aj},.^ 

*■ 

csi perpcndiculairc a OA, done les produits scalaires de La question b) stmt nuJs 
Expressions de tan^, et tan^ 2 
La condition ei-dessus lmplxpie : 

(r- rfjsin^j- L- cos^l = 0 et <r + rflsint'j- Lcoa ¥ 2 « 0 , 

done ^ 



tan^ - 

1 r-t f 



ct tan'K, - -- 

* r+ tt 



Roue la plus incJince ? 

^ LmpLique tail L i J | > Ian 1 !'; ^ ^ > 'iL (angles compris cntie 0 ct ^ ). 

Done la roue inlerieure est plus inclinee que la roue exterieure. 

► Si la route est rectil ignc d comtnc Ic dcplaccmcnt, r deviem infinimeru grand ; 

Or L et d aont des constantes, done si r — ► alors : 

ianf i -> 0 ec tan'iV —> 0, 

dune '¥ { -+ 0 et Y; 0 ; 

Ics. relations d-dessus permettent done bben de rctrouver 3e parallelistnc dcs roues moirices en depla- 
cemenl rectiligne. 

Exercise 6 



1) Si le mouvement se transmet entre le pedalicrct 3e pijpmn arricne^ q'est parce que Lc pedaher trans- 
mit * son mouvemenT * a la chaine qui (inextensibk),, le Lransiiiei au pignon arriere. 

* It y a tout d’abord non gltssement en E entre %. et if L j 
ainsi : ij(E€ SPj)^ ■ 0- 

Nous allons done detennmer I'expnessinn de i?{E e \4 1 J 






Voir nnethode 3, 

lei ie paint E est natureMement element du cadre a de la bicydette. 
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* Comme le mouvement de par rapport a ^ n r esc pas simple* on vg urilsser un referentiel intenncdiaiie- 

Comme le mouvement de , r /j par rapport a eSl nil simple QIOUVetneOE de rotation,, nous dioisirons 
iift comme repere intemiMiaire. 

Ainsi : it(E e = fl(Ee if - v (E e 
-+ 

* Exprinwns r(Ee if p ) , - 

A r(Ee 1 1 h *r|E) = 0 carEn'PBlpasnaliirellementilemBntda'/j. 

■ * i A 

Gonane le mouvement de if j/i# esc un mouvement dc rotation autour de (G,, pour determiner 
p(E c 5f t ) |l j , on V* utilizer le point G la point naturellcment element dc if ^ : 

^ C - G ^/I + fd£ 7 /I A G i E 

“ _J 



v(Ee Sr t ) 



yja 



s if. 
L_ 



= V, 



Or G l appartient a ifj , mais auast au odK dc La bitydrttc 3ft, done : 

= o. 

■J dj * — ► . t? 

Par aiLleura, 11.^^ = £1^ ^ = 0 , t Tg car est en translation par rapport au sol = 0 )i 

done : 

pfEeSTjJ^s O+e,^^- 
p(Ee ^i> /a - *AC P ’ 

Ainsi 0 = p(Ec ^j)^-r(EG dflnet 

i?{E€^) /a = yt(E€ = r^. 

L# pt'd-al er transit h sqm itiDuv^tiant » u la chains. 

Comme la chainc est incTtcmibk : 

iJ(Ee% a = r(Ke^)^ (1) 

« Enfin il y a non glisficmcnt en K entre *i£ ct :f , j 

.+ . 4 

ainsi t'{K e if a )^ = 0 . 

nalogie avec 

'J^L tfeir mithads 3. 

* v(K^ y 2 y H ^ l(K<e y 2 ) M -p{K e <ty It 



Par analogic avec re qui precede* nous aliens raprimer r(K e ff z } 



fa 



■ i 



' * ( K * = r( ^? > /* +£l ^* AG?K = Q +****> At H = r M A< *i 

■= t if j 

• ; lKe tf,) /a - 

’jj. II ■ lJ cir .S Bst *n traniifttion par rapfwnl = iti. 
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C o py r i y h t c d m ate r i a l 




Ainsi 0 = ff(K e y* 2 )y a - r ( K t %>y a > -done : 

■a Expression lnMnog^no a une vitesse (m - s" 1 ], dans la irenne direction el lie ban sens. 
La chair 



line Eransrnat? son m ^ i: verr n r.t « g u pigfion srnerc 

Cette relation s’A-drit dans ten conditions :: 



son en projection swr c x t 



r l°l f T D - r 2 w 2 f^> 



T l*\ = T 2 Qj. r 



iGe Cette relation est homog&ne et tfrr toon signe (si Et 3 > ft alnrs ft 3 > (f, e'est-a-dire les solides Sf, ot :v 3 toutnanc 
* dans la mema sens|. 




2) a) La roue arritre roule sans ghsser sur le sol done la vitesse de glisscinem au point de contact 1 
entre et est nolle ; 

;<i 6 ^ = 5. 

Cast cette condition de non glissEment qui physiqccment cree gn lien entie 0 ; . et V. 

On va -done esprimer i>(I e if 2 .) . . 

t 

Voir methods 3, 

Le point I US’! natu hjM u 'iit’Ml element du cadre de la ti eye Ella mais pas de J 2 : 

r(ls{f a L ^ r(l) . * [401 j, » ■ JS . 

2 Ia j >■** lidf //*, Id? *» 

' Ici Ic mtnjvtment de nkst pas trap compLiqnc [car esc fitte] ; on ne va done pas choistr 

de neferentie] mtcrmedLaire. 

* Pout determiner V (I G > on v« Caine iniervenir un point naturedement element de Sf 2 dnnt la 

vitesse C9t simple A calcukr, 

- y 

La roue * s'enroule * autour de Faxe (G s? * ) : G 2 ne subit done pas la notation d'angie 0;.. 



■l:i 




On va choiiir G : eomme point de '/> ■ 



‘V t 



‘Hi. 



° r ?tG ^, ■ (x^k = [x t (I ^ +r *">k„ ’ *v 

# - 



coietjms. 
e r ft $i)rrt dea cpnslantes dans .rtg. 



Ainsi ; 

4 



A — i 

Tfi 



tr (It Sf 3 ) /fflfl = + = ^s _r0 2^ 

*( Ie ^jV*, " 

”,^1 * Con mei x d£l ftrt rn ■ rffl ffl flt 0j. en fadl S \ Mtte egression est homogene a one vitesse e.n m - s' 1 ; 
* il s’agit duns viusst la fllisMmant qm doit 4vo dons Is plan undent I id le plan it, , e^) j e'est Is css , 

■ si* = D P c'(l e £f t ) =- k&j ff, : on a J a quo la rotation i 

( ± - 0> 





*{^’ Lb tas gfrnaraC esl la superposition da ces deux danuerS cos parL>c uliars. 

* Comme i] y a non gJisscmcnt en I : 

*r(l £ = (] - done x - rflj. 

Ouend &, > Q- | la rent aniere twirne dans le sens des aiguilles d'une mongrel, * > 0 (la bicydette » avante vm 
3a droite 4. 



h) On a ecafrli : 



f,0, = et x = r0 3 . . 




Ch#piKfl t ; CinflmitiqHM du toWa 



C o py r i g h t c d m ate r i a l 




done par substitution : 



suit I 



r 3 ■ 0 | = F Z X- 



x = rx-e, <2) 






■ Comma {, r, at r 3 stmt en m, &, pn rad ■ s \ cette expression e&T ttien Inwnogenc a line Vitesse en in ■ S 1 ; 

* St 0, > D Ipfritahur qui taurne dans le sens das aiguilles dl'une moptrej, x >5 {Fa hicyclcltfi- avarice vers ■< la 
drerte =1 : cehersni. 



3) On determine une pnimrive de (2) : 



x — r— xfl, + cimKtanre. 



... r I 

ALnsi Ax = t — x A0| , avec A0j = 1 lr — 2n rad ; done i 



Ax = r— X 2fi, 
**1 



i vt *. 0,66-6 56 „ 

A,N. : Ax = — - — k — x2k 

Ax *> 9,01 m . 



Exercices de niveau 3 



Ex ercice 7 



1) * On ciwreh-e a exprimer » (I e 'if) ? . 

"j Voir mfthodfl 2. 

* Pour determiner eette vitesse h on peul faire iltcervenir un point natureSlement element de if, dont La 
Vitesse est simple i determiner (le point C) : 



pdeST)^ PlC),{ + tt ¥/ jACI 



e V 
..i . 



.ua*!. 

j 



° r 2<C} /. = Irsrk “ [s (a 1 ?J k = “ 9 

sutumconitiittfl. 

-+ - -j. 

« done ; 



?(l€ EfL = <i 0 cj, + 0 c a a re y - a0^+rfl(-^.). 



D’OU 1 



t?(Ie yjy r - a0s ( -r0e lt 

* Comma u et rsonrer m, 0 e-n rad • s \ cette expression est tipmogliO'B a unc vilcssc en m • s 1 : 



Cu py'«!M' 





_jp - 

* si d = 0* alors i> ( I € if ) fT = : ok (voir figure) ; 

* 51 r = 0^ al-nrs n (I e 5P m nfl : ok (voir figure) ; 





Crb oh 4P = 0 (r * 0) 

2) Au niveau du contact cn I, on pcut ccrirc : 



Qa* r = fl (a * 0) 



£<Ie SO /E = ?(U SF^ + ^U (1) 



Or t r { I e £P), t est La vltesse de glisisement de 'if par rapport i' : £ j elk CKiate mais ne Cr£e pa a de itiou- 
vemeni encrc % ci L, Far aillcurs s elk esr dans k plan tangent* g'est-a-dirc scion . 

Pour obtcnir e ^ ), v , il suffit de propctcr la relation CD sur b direction T y (c'est k mcmvemcnt 
scion ceue direction qui nous Interesse) : 



Z ■ p(I e - T v • nfl e if) ftM + ■ t 7 (I e %) 



Vt 



Ye 



Par a iUcurs V [I €. 

B i 

II vieni done : 



V E 



= Q cw li vi retie die |lnsemtnr wi dltMi^e teloB t» 

/i + a Vi AA] = v(A) fl 



c £ 



■<( I' 

li 



dw f ^1 dit jiar rtrppdirl * %■ 



-) -J (I „ -J -» 

e y - rile If ) /l£ - 0 + e y ■ i' (A) fj = e y - v A e y - p A . 



Done l' A = e. ( ■ (tf 9 eq - J-0 e r ) = a 0 4'., ■ c$- r0c y -t r - a 9 cos 9 - 0. 
Done : 

v A - a 6 cosO solt iJ(A),i E - a 0 cos b <? y . 

5 ) - dUcosb saebant que 6 = etc. 

* T ablcau de valours : 



0 (rad) 


0 \ « 


t? A 




- « 9 0 *r6' 'O - n 0 
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C opy r l g hte d m atera l 




* Allure de la. eourbe ; 



Vfi, Cm ■ r') 




rt 6 (rid) 



Conclusion : Lc mouvcment de % csi done de type sinusoid cil. 
Ex ere ice B 

1) Qnsatrquc 0 = 




2) * On cherche la vitease v 4 0 3 ) , de 0 3 par rapport a f (i. 

'JCl Veirmfethode 1. 

* Le vecteur posiuon est OO] = (R - . 

"jtjL 0 flst fine dans I t). 

* 

2 ( 0 ,)^ « (R-r)x 9 e^. 



coptaaap 




Done i 




nOj * Cemrnf R at ;sorn en m, $ en rad ■ S" 1 , cette expression est homagene a tin ft vfl'ftSSij en ifl ■ s ! ; 
* * com me 0, ft «.i n n traje ctalre ctrculeira, la veclaur vlHKi-e esl bien ianf|8(tt h !b [raj-B CtO-ire. 

On unique |p(Oi)^| 



= 25 km ■ h _l . 



Or 



- JiR-rW 2 = (R-r)|oi 



ct G = 



25 

3,6 
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* _ „ <* 3,16 rad ■ s -1 = 3,1 6 x — = 30,2 ir ■ min -1 , 

2 ]^ Ojj 2 71 



Par sullcura, la 01010 sc replace 1 dim* le v«i.s irigonotn'CLrique done 0 > 0 * ainsi : 

G = 30 j 2 tr mm ', 

3) * On -salt quit y a non glis-sement sur Ea rune arriere : 



= 3 . 






Vdir mHHiuffB' 3. 



* Comme urn dcs deux solides en contact ('£) est fixe, il nVst pas neccssaire d'utiliser un ref-enetlticl 
iintcrmedisire. 

■ Four determiner cette vitesse, on va * passer * pat un point qui esi naiurelletnent element dc dont 
le tnouvemem est plus simple CX donx la Vitesse esr plus simple i, determiner : ici, Je point O l . 

-jj: 0, est Ir centra de la tOub ; do pics, on a deja J-uLtirrHuB sp vildSSfl 

IMA 6 Sf)i = £<0,U + iJ a O^A 



c f 

L 



c Sf 




J 



■i , — 1 

Or = <i>f 2 (■ done : 

v(Ae S 0 /, - (R - r )0 ^ + ^ATf^ = 

ImA€ = [(R-r )8 + ff]^. 

* Cumrne R et rsont en m, 8 e! 9 sent en rad ■ s" ! , cette expression est homugena 4 urb Vitesse an m • s . 

* Cast une vrtesse de glissament qui est bien dans la plan tangeii l e T , 8 f ), 

Comme il y a non gHissement : 

?£Ae = 0 = [(R - r) G + r^]e^j 

ec qui donne cn projection sur ; 

■ s R - r • 

(R-r) 8 +rtp - 0 T soil 9 = - 8 , 



P * CetM expression est homogene 



Chapitra t ■ Cin^matique do solide 
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Cupyi i y ii ieri matui i d l 




• Comma > D, R - r> tt at r> D r on a tp < I}. La roue arr.ere tourne dans Ce sens to aiguilles d'une monsre 
quand He rn&to se depisec dans le seas tr igonenndirique. 

A.N, : q) = - ^ ^ x 30*2 , soil q) * -221 j5 tr ■ min 1 . 

Exorcice 9 



1) S*i] v rv nil Uen entire ]n viicsso Anyulairv (If La ™ (tt) et la vitt£se de displacement de rcg&ieu (i'J, 
C T ett parce qu’i] y a non glisscmcnl au point K entre 3a roue et Is so], 

• Nous. alluns done udliscr 3a condition dc non gLtssemcnt cn K cmrc la roue {;?) ei le sol (#t n }, soil ; 



■J? 



y(K€ #) f% = S 



L Voir malhadE 3. 



* Com me ]’un des deux ■ solides * en cafutid an niveau de K est * fine * on ne prendra pas de 
referentae] intermcdLairc. 

* Pour caleuler p(Ke , on ™ - passer * par un point naturcllcmcnt element de la roue, dom La 

Vitesse est plus simple a determiner] ici, J'axe de 3a roue et 3e point C : 



? f K * »>/!. = ? < C >/i + i W. " CK 



C J 




C 9 
I 



aver LI 
Ainsi 



»/*„ ’ “'*■ CK “ ", « "(C)]. “ 



^{Ke iP) /ss - f^ + di^A re yi M>ir p(K.e P) /flL = 



t -(K€ 9), = (v- r<a)e w . 

Or ceite vstesse de glissement esi DiiUe done : 

i)(K£^ « = 0, 



sent cn projection sur e x : 



v- rm = 0, soil a> ■ -■ (1> 



"J ( j ' * Comma r est an in ■ s'" at ran m, la resultat est tien hamogene a une vitesse sngulairE en rad ■ s 1 ; 

* *ti p > 0 (witurs so deuSajant * v&rs la droite *f aUws, d’apris la relation iu > 0, e'est-i-dire que la roue tourea 
dans le sans das aiguilles d'una memtre 



2) S’il y a un lien entre 0 el ip * e’est parce qu*il y a roulement sans glissement au niveau du point 
de contact I, 

* On va done utiliser ]e non gjissetnent en L entre le cytindre ^ ei la bague interne if, soit : 



= 0. 






Voir mettiode 3, 



* Ici 3e mmivement de "•£ par rapport a , r f est * imaginable * car !/ est en translation dans .ft* 
dune on n’esl pas oblige de passer par un refereiltiel imerniediairc. 



rapPiffl 
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+ On pourrait prendre cnmmft rfeffrremifii ime«'(nPd»aifc ic sol (Sft D }. mhs on aurais a pwdre en eompte, dans toutes, 
lesmiassHS, lediplacemflntd'ensembia (r ■ r #,) qwdisparataairtourdemGme dans la suustrection finale : 

-* *■ 

4 



r(le = rflc <)■ -r(l« SfJ,, 

f'-k*! J -"4 



* Pour determiner t 1 (I e % ) f y on va faire intetvertir un point naiurellement element de et dont la 
vitcssc CHt plus. simple a calcuEcr ; id le point A (puisqu’iJ * ne Subit pa's ]a rotation ij ■) 

.Ids = Sia^I +^,,^3 



« •£ 

I 



c '4 
_l 



J 



* vtc ? < A v, - (t^L- 

'^i.' Ih point C esl tixi Jars ■/. 

- **v-[£PP*) k-t^XSW 

?<%, - PP>i£. 



avec 



Ainsi : 



if* 



= sf-e^ ct AI — 



r J -r i, _ r i ~ r 2 ■* 



4-0 = 



2 ' V 



Ja.«w - 

’j^L + * Cette relation esl hgmogene . 

' ; a vitesse do ylisserrenL esl hen da ms le plan tangent ( e^,, e r ). 

Or cette vitesse dc gEissement est nullt dune J 

r l +r l* . ■ 












soitj en projection sur ey : 



'l+'j 



- . r.-r s ^ „ . r , + r 3 ■ 

fl + (P - 0 soit 9 - 1 a {!) 



r l’ r l 



■jjj,* * Cette c^prassuMs est huomog^ivt, 

*$i >C, ip > 0 (avec non glissement en 



ok 



3) S’i] cxisic une relation emre ip, 0 etw, c ? est paree qu’il y a non glissement an point J, 

* Nous aLLons done utiliser le non glissement en J entre la rone !? ct 1* cylindre soit j 

tfCje - 0 , 

• Id le mouvement tie SP par rapport i : fi est difficile a imagine! car tons dens admettent tics rotations 
par rapport a l’esaieu &' ; c’esi done 3 ' que nous allons chvisir eomme refercntiel intermediate : 

rlJe 3 * 1 ^ - 



Chaprtre 1 : Ctnamiiique du sohde 



Copyr i gh t e d materr al 







cl tn subsrjnmm les expressions de co <i) ec tp <2) dans la relation (3), on ohucni 

r.x- = ^ 8 * ^ ^ e 
' r 2 2 ^ — 



r f x- - f^+r^Gu sole 0 = 



r l V 



Ti + r t r 



Et en utilihanl (2) : 



<P - 



r z v 



r, — r. r 



Ces deux expressions sent hornagenes n dasvitHMtt □ r q l Ioi ' if a i>vg--inees an rad s 
Comme 0 < r 2 - r 1 < r 2 + ^ * on a : 

rp > 6 . 



Ctup^tre 1 : CintNTiiil iqui' d.i nnliric 
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CHAPITRE 






Cinetique des 
systemes et du solide 



Introduction 



Datu ce second chapitre, nous defmirans Ecs elements cinetiqucs. d’un systeme mn tenet 
fcrmcj compose d’un ou de plusieurs solides, tels que resultante cineiique* moment 
tinetique ou energic cinctiquc. Ccs differences quantites font intervenir le& vitesses dea 
different* points du sy&temc ainsi que leurs masses, 



Plan du chapitre 2 
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Copyr i ght 





A. Masse d'un systeme materiel ferme 



A. 1. Systeme materiel ferme 



Definition 1 



Un, systeme materiel ferme if est un lystcmc qui contienr a tout instant Li=r 

mcm.es elements materids ; la masse Je ■} est constants au tours du temps. 

Dans la suite, nous etudierons uniquement des syst ernes fermes : un soli-de est 
un exemple de systeme ferme. 



M 

j r 

r * 



MjCwj) 




A 






Fig 1 F:epa<tilior disc'Bt? da 

fn^B. 



1. La rflpartdjon da rnawB a-sl 
hoir-a^ene si la Qua me X 
IrAtpeciirtmem 5 (e p) «t 
COWlBHtB ?! indsFsrdanfr cu 
|uintM. 



A. 2. Masse (Tun systeme materiel 

0 exsste differents types de repartition de masse dans un systeme materiel : 

* discrete 

le systeme est COnslitue de points materiels M,- -de masse m t - (fig. 1). 

La masse (totile) fkt du systeme if est : 

wr = ^m {t 

J 

* lincique 

lie systeme materiel if est conslitue ■d’elemen.ts de longueur dL(M), Centres sur Its 
points M, dc masse d™(M) = jyM)dL(M), njpartis lc longd'une courttc % (tig. 2} r 

1 .a portion de mat. Lire de longueur dL(M) eentree sur le point M a pour masse 
lineique X(M) (X s’eKprime «m teg - tn _t ) 

La masse (roralej m du systeme if est ^ 



n r 



-J 



M £ f 



dm ( M ). 



* Burfaoique 

le systeme est consume d’elemems de surface dSfM), centres sur les points 
M. de masse dtn(M) = a(M)dS(Mj, repartis sur une surface S (fig. 3 . La 
portion de man ere de surface dSfM'j eentree sur le point M a pour masse 
surfadque CT^lM f (cr s"cKprime en Itg -m 2 ) 1 . 

La masse (tolale) j?f du systeme est : 



m 



- f[ dm(M) 

Wjylt S 



* voJumlque 

le systeme if est constitue d'elements de volume d V(M} S centres sur les points 
M v de masse dm{M) » p(M)dV( Ai) , repartis a. Linterieur d' un volume V 
(lig. 4). La portion de matiere de volume dV(M) eentree sur le point M a 
pour masse volumique p(M) (p s’exprime en kg ■ m . 

Ld mayse (totalel ??r du systeme if est ; 



m 



dm ( M ), 

JJJjAk v 





Fig. £ - Repartition linaiqus dB rnasse Fig. 3 R#pa rtitinn rurtaciq'ja dsmastfl. 




Fig. 4 Ropainrtioni wlumiquo de missa. 



Chnpilrc 2 : CinitiquR rin-s syKliimRS tit ctir jgliriii 
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Nous udLiscTons, dans la -suite de cet ouvrage* requivalence encre une somme 
discrete ei une somme continue (integrale) ; ainsL nous ecrimns par atjus : 

Les demonstrations SCfOnr SOUvqnt eftectuecFi avee la somme discrete et eten- 
due nu cas de I’integrule. 

Ainsij pour delinir la masse d’un systeme materiel,, on pourra ecrirc, si la 
repartition dc masse cat volumique : 

dwfM) J 

■ '■'Me v 

* ou m = Yflij- si la repartition de masse est discrete. 



B, Centre d'inertie 



De-fiml-ipn 2 



Le centre d^nertie (ou centre dc masse) d’un systems C J est le point G 
{fig. 5 defini par: 

£*fpGA^ = 0 = 0. 



[in intruduisiuit un point O quelconque, on a : 

y rt^GO + OM^) = i soil y w,OG - 

? i i 

ainsi : 

tnOGi ^nijOMj ou mOG - [" | j" dm(M)OM. 

Cette demiere expression est une definition operationnelLe pour La determi- 
nation de la position de G. 




Fig 5- CflPlrB -d'inBrtiu d un sorting dijerei / d"uui solide. 
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C. Reference! barycentrique 



t. LesaxfiadE A' cnnEBrveniiClBS 
i:iri:Clmni I |iii r apac™ a Lfrjs 
da A ; sc-uvent. on IBS prijnrl 
aa-alle es. 




Fig. 3 - fcltrenul baiyeentnque 



□■linrtiDn 3 



Lc rcfcrentiel harycentrique ;if * d h on sroleme materiel if est un rtfiRniie] 
Ell translation par rapport au rOlaViUid d "etude dans Sequel Ec centre 
d’Lnertte G du systcmc if cat fixe . 

Les grandeurs baryccniriquies scrcmt nntccs soil avec un astensque, soit avec 
un indicc j 

par cample, pour la vitesse de A Jans 'rift ", on peut ecrire I'l:. ' > .! 

- ?*[A) . 

Prvprietv# 

-+ * 

* rift* etanten translation par rapport a -ft b tJjtVa = 0 ; 

* 11.*/ * = £ly/ a - + Sljj -j % = 'Skiffs : le VKKur rotation instantane d'iin 
solid e '-j par rapport a un refcrencicl ‘1 esc aussi le vccteur rotation mstanranc 
du solidc if par rapport a son refcrentic] barycentrique 2ft " j ceei eonstitue une 
methode simple de determination du veaeur rotation instant one. 

; la vitessc cTun point M quelceinque dans lc referende! 9ft peut 
se decomposer i I’aide de la loi de composition des vitesses : 

?i:Mi. s = r‘(M) + i(Me»\ ; 

or, comme G apparuem a 3ft* : 



= ?(G) M +Qa-teAQM = 



done t) : 

v{M) /a = + v (G), a , 



D. Resultante cinetique 



2. 5i / Ml C limp Ait: du £iIl S El fi 
SOUS Ip^r flKBmplE Hi: 
plus-Eurt EulidBs'l. in sflsuHantB 
un’fit yue oc ;t s'cql eri par 

joir 'iMiiDii das flisuhamtES 
:.iret qi.-BS du ch*q,in wus 
syslme'. 



Definition 4 



La resultante dnetique (on quantite de mouvemerkt) p (if du systeme ;f 

en mouvement dans le reft rend el 3ft est la somme des quandtes de mouve- 
Tnent elemcnraLrcfi de chacun de sts points tig. : 



PWhm ‘ 

l 

= Y 



ou encore ; 






p (if ) / resultante cinetique 

(kg ■ m ' * _1 ) 

Mf masse (kg) 

V I'M.)!, vitesse (m ■ s"’) 



p (if ) . resultante cinetique 

(kg ■ m ■ s" 1 ) 

dffl(M) masse (kg) 

= Iff dm(M)n(M) /fl . * 

JJJm m v(Mj, ntene (m ■ s ') 



C'fiap'Li e 2 i OinEtitjue dss ■yaWniK ea du solid* 



62 









o 




?CM,) 




'.“i M, 

'v* - 



r 



G ’'l 

* M,*,^ / 

CMj> '*<***> 



Fig. 4 - Ef tar me de pomes materiela elleurs vnadME. 



Ed £crinnt : 



■*, M , _ [ AOMA _ d(OG + GM*> "I _ /dOG\ 

J / * \ J L { dr J/a I dt A* 



dGM t ' 

,~V 



on obnent 






Of qui se aimplifit, ed renfiarquunt que ie second lerme dc h snimne prece- 
dents cat nul par definition dc G : 



- ravlG) /(J . 

Propriety 

La resultants cineiique d’un SyStime materiel r/ e-st la quantite dc mouvement 
d'yn point mat&rid fietif place cn G, possedant la masse locale m du systeme 

(H A) : 

pm lx - ™v(G), . 




Fig . 5 - R;eiL la me ■: me ntiue d'un Mlid fi |m:-- 1 1. 



Remarque : dans Lc rcfexenticl bpxyccil Clique* G est fae h done : 

H'G) /a , = v '(G) - 0. 

Aims] : — #rr 4 ’[G) = 0 . 



Application 1 



Kesultante cinetique dune roue 

Considerons unc roue* modclisee par uji disque homogcnc -t dc centre G> dc rayon ret dc masse 

-p, -$ 

roulant sux 1c sol horizontal (aue (O ; ) tout cn rescant dans 3c plan vertical Le rcferenticl 



-4 ■+ "» 4 -fr 

tcrreserc flic au sol) cst '&( O t e x , ,e f )r Son centre G a pour viicsse v (G)^ = vt w . On repere la 

position angulaire de la roue a Taide de Tangle © - (? Ih GM). 

Determiner la resultame cinetique de la roue. 



| ’ ,~i 

\_ 7 LJ 



pyr i ghteti 



□Curs 






Solution 




Par definition : p\'^'h^= JJ dw(M)v{M)y a , 

Cette definition necessite un caltnii d'integmle de surface,. mais en mil ium la prupriete de ]a resul- 
lanre dnetique, on a dir cerement sans talniler ]’ Integrate precedence : 

Pi&} f x - «v? T 



E, Moment cinetique 



E. 1 , Moment cinetique en un point A 



1 . Sl 'J en: comptuti de ptusifrurs 
souk syst^mes (par ii.ien ple de 
pjusia-urs IflMpsf, l« rroirgr.1 

c* lalic ji= on .A. do t e'c at enl par 
sc Till - atari des moments 
tmHiijufcj onA du ehaquffiKUH 
ayBtimrB. 



DefrrtiCiOsl 5 



Le moment cinetjqiie L A (5f)y. s en A du systeme materiel en mouve- 

ment dans Le referenda ent Ju sOnunc dus moments einetiques en A de 
chacim dcs points de & : 



tlw,. - 

i 



Ou encore : 



l K - 

= JJJ dm ( M ; AM a v (M) 



im. 





moment cinetique 

(H ' * s' 3 ) 


IHj 


masse (kg) 


f 




AM, 


(m) 




Vitesse (m ■ t L ) 


C^y. 


moment cinetique 
(kg ■ m 1 ^ s-'> 


dm (M) 


masse (kg) 


AM 


(m) 




Vitesse (m ■ s L ) 



Chupitre J : CiniH'iqu* ctfl* systems^ n du SOlHJtf 
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Fig. £ Ensemble de poims matifiehactems vfltues. 



E*2. l’ormuie de changement de point 

IntroduLsons Le point A' dans regression precedente a Paid* de la relation de 
CbHkb : 

i 

= AA^ a +■ JV, A 7 M 1 a v (M^, 

i t 

En [Hurquint qua- p{W); A = ^Twij - rnv(G'^, . fl et 

r 

— # - v- * + 

W(*0/ , = 2j^r A r M, a v (M-)^ s on obticnc La relation : 

F 

C C^,,* = + AA r a £ £?)/. 

I I 

On. pern aussi ecrire : L A (5P)/ = L A -(£f ) , ,., + p {it), ft a A" A. 

On constate akin; que le moment cinetiquc pngsede la structure 4’un moment 
de torseur dont la resuhanie esi k resultunte dnetique ; on delimit iiinsi lie tor- 
aeur einetiqnc. Par cxctnple, le torseur dnetique du systeme '3 rcduii en A 
dans; le referentiel 3ft s'ecrit : 

*‘&l. " pW/.-CfS'),,]. 

Cos fyarticutier 

En appliquant cette formule au cas particuJier du rcferrnfcicl baiyccntriqiie 

® T et cn tenant comptc de p'Ot) = O, on a: L A = L A - {it). Lc 
moment uinetiqoe baiycentrique eat in dependant du point de calcul. On Je 
nomine moment cinctiquc propre du systeme materiel et on tc note ; 

Hr 9 

l m. 



E.3. Premier th^oreme de Koenig 

Uulisons la loi de composition des vitesses : ? (M-),, - v *{M,) + ?(G)^ a , 
ufin de dcvelupper 1 'expression du moment oinetique en A I 

L a c if) fa - ^jTn* ,AM i a v £M r ) \^~ ^ ™ .AM, a I v ' f M, ) + v ( Gfy a I , 

f i 

Ondeveloppe : 
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m ' 




‘—4 — fr * — * + 4 — — , — — 4 

Ge qui doitne : - L (?) + AG a rrtv(G ) t car W(AG = ^w, AM; b 

i 

nu encore : L A (if) ^ - L (5f J + mv (0,,^ GA . 



TliKjfibm* 1 



Lc moment cinetique L A (5f) f ml A d'un system? materiel if en mouve- 
ment dans ]e referentiel Jt tii la somme du moment dnetique baryceiurique 

-4 ■ > 4 

L (if) etdu mom e nt ciaSiiqije AG a d J un point materiel ficxif 

place en Gj affecLe de la masse totals m de it ] 0 I 

C(^) /at = i'‘{?) + AGAm'|G)^ 



Cas particulier 

Si on applique cette relation en G, on obdent : 

L = L V). 



Inlnpretuliun grtiphique 




Fig. 7 - Thinnfime rlfl Kran q pourtg moment ein>Bi.iqufl 



E,4, Moment cinetique par rapport aim axe 



Definition 6 



Lc moment cinetique L^(sfy par rapport a 1'axe A (de vcctcur 

unitairc u ) du systeme materiel if dans lc referenriet «t la projection 

stir 1 'axe A du moment cinetique en n'impurte quel point Q de A : 

[ ■= ■ ■ 

ffitmarqw t les proprlctes precedemes (theorems de Koenig ex cas panicuiier) 
^appliquent au moment, cinetique par rapport a un axe, en projetant Les rela- 
tions obttnuCt sur A — c li, u ), lc premier theoreme de Kmmp derient ainsi : 

= L^(^ + [b3a«?(G) / s| ] u f 

■4 -> 

avec A 0 = (G. u ) ex A = < S K « ), 



Chapitrw 2 : Cifwitiqi.JR: rtns iysfamgs efu solids 








F. Energie cinetique 

F.l. Definition 



1. Si f/'est ct mpait de plusleurs 

SIJ.JS sysLftrniis ||jaf lisrmpli: di; 

p jsiG-ir:.; scide-sl. I'ftnerpi® 
js de :J a'obtiant oar 

SlhTiiTUiWuI dfii ui' iirtie:-; 
pintliqvK dp rhnp iip r:nur 
svsterrB. 



Dclmrf i nn 7 



L’enenjie cinetique i c {£f) f du systcme materiel !/ cn njouvement dans k 
Tcferenlid ,ift cut la stimrne Jet- energies rixietiques dc diacun dcs points dc { .f : 



= 2 *<<«*>/» 

i 

I 

Ou encore ; 

*.«%, - JJ| M <«.(«)„ 

■ jJU dwMlviIM) * 





energie cinetique 




(kg ■ m 2 ■ s' 2 ou }) 




masse (kg) 


v(MJ /a 


vitesse de M, (m ■ s -1 ) 




Energie cinetique 




(k*m a i- 4 ou|j 


dm(M) 


masse (kg) 




vitessc de M (m - s') 



F.2* Second theoreme de Ktenig 



■* » . 



Utilisons la loi de composition lies vitesses ■ v (M,-) + v(G)^ 

afin de developper [’expression de L’eneixk cinetique : 

s J^«i(?'W) + vCC 3 /a ) 2 . 

i 

% - Z \ ^ + Z ?w ' * [ (G) /« + Z \ m > i,a < m ■ 

I j i 

En remarquant que, par definition du referentiel barycentrique : 

j * m : MM,J - ?(G) /a = v (G ) f?L - ^jh, r *{ M^> = v (G) , lj( ■ 0 - Oj 



an a 






TlkMwtmt 2 



L'energie cinetique ^ c ( r J) . d’un sysieme materiel r J en mouvement dans 
le retcrcntiel 3ft cst La somme dc L'energie cinetique barycentrique i'J 

ct dc Lkncrgic cinetique ^i«v 2 (G} # , A d’un point materiel ficnf place cn G, 

aflccte tie la mas - a- icnak m de -f : 

= 1 S'{^) + ^^CG> m . 



Coura 
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tn tcrpretatian des theoremes da KcEiiig 

Li mouvenaent d’uti syarttne if peui &c decomposer ••'•;, I ! cn : 

> un mouvement relatif des dafferents points du svsteme ‘if dams Le referentieS 

S J i 

* un Ennuvcmcnt d’enscmblc de translation (pan farce me nt rectiligne uni- 
forme) du centre d'imerrie G, ifTecie dtf 3a masse toiale nr du sy si erne 

Interpretation grapftique 







Fig 3 - Thfiorime dcl6»nig. pour I'cnergie cin&lique 



G.Solide en rotation autour d'un axe 
fixe 



: Lfl viicssp lie B «sl nulls d ms 
.ft : m;]J ) K - ft „M«n esc de 
njd'TiB pour tons Ids paints da 
I'#** 4 - 




Firj 9 ■ Solideeni'otat-anaatouf 
d m i a.<e hu. 



On ennsidere un sniade if en mLaLinn i la vitesse anjjulaare re - fonentee) 
autour de I’axe A = (B. ej fixe dans le rcfeienlid J\ :i u 12 . l_e vecteur 

-+ •+ -j. 

rotation instantane dc if dans 91 est : fi — £1^,'^ = tue, . 

G.l, Moment cinetique en un point de I*axe A et 

moment cinetique par rapport a Paxe A 

Lc mo me nit cinctiquc cn B, point dc vitessc nulle {point dc I’axc A} du solide 

/ s’etrit ; 

= JJJ EM a dffj(M |v £M>^, 

Commc if cRt en rotation autour dc A : 

= vCHJ^ + QaHM = fi a HM S 

H ctant 3a projection (orthogonale) sur A du point M. 

Remarque i enrame R cst fisc dans 31* on a attssi l 

p ( M ) # = v{B) /fl +LBM = fi/sBM. 



Ain si : = JJJ dmf M)BM a (fl a BM), 

Cette expression nt cdlc du moment canctique d’un $0 1 idle if possedatil un 
point fixe B. 



Uopy nghEcKi m a t a ri 

ChnpiSre ? : Cinfltiq,J»o- des systemi?!; eh* Stdlde 
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On peut decomposer le moment cinetlque en B de la manicre suivante : 



L.^m N = jjj dffr(M.HBIl + iIM) a(Q aHM) 

— jjj d FFJ(. M >BH A i d a HM J + jjj dm ( M ) HM a ( d a HM ) r 

-J 

■ premier terme de la sflirrae precedents est perpendiculairc a il i CP effct " 

j '* -» •> <4 

ii a HlM - om_ a r* T = rtoe^ , 

“ * -A 1 -+ -4. -4 F 

ex done BH a (11 a HM) = irc B a rcoe 0 ■= -Usre r = -tuSH HM ; 
on notera done ce terme sous la forme l 

HM. 

* Lc second terme cat parallele a Si ; cm cflfct ; 

HM a {d a HM) = = HM 2 ftj 

on notera ce terme : 



L =>>/ a = 3 [JJJ m 

J A - Jjj d fij ( M I HM 2 cst one caractcrisrlque dc la repatTition dc masse pat 

rapport a Paxc A = ( K, : c*est lc moment d’inertie du solide B par tap- 
port i I’asLC A. I.’nnitc dc J, qsf le kg ■ m 2 - 



Propfiate 



Ainsi le moment eimetique en B, point de vitesse nulls (point element de 

L'axc de rotation A) dn solide U s'ccric : 

L*tF> M - w^+j a 3, 

Le terme L B1 (£fy * -tojjj^ dm(M)BHHM esl rtul darts les deux eas 
purticuliers de sulides homogines suivanbs : 

» le solide if *e trouve etuieretnem dans le plan passant par B et perpendi- 
culaire a A : toute sa repartition dc masse sc trouve dans un plan perpen- 

dicubirc a ii passant par B (les terme* BH sopt alors tons nuh)» on plus 
jjerieralement si & pusaede un plan de symetrie passant par B et perpendl- 
culairc a A ; 

* Baxe de rotation A = (B, cj t:st un axe de revolution du solide (pour 
chaLjue point H N les tenues HM s’anmilent deux a deux). 

On constate que, dans le cas general, L 0 (^},^ ct £2 nc sont pas eolmeaires E 

Le moment cinctique dm solide if par rapport a 1 ‘skc de rotation A cst la pro- 
jection tur A du moment rinetique en B : 

L a tff), # - C(V)/» ■ t, - JiB. 



Court 
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Ainsi 



Le moment tinciique J’uii solids 'J tin rotation a La vitesse angulairc to = 8 
(oricniee) autour de I’aitc A fixe dans k rcfercnlic3 31 J^Crrt r 

UiW fm - J.i®! 

cmi = ||J dm(M)HM : est te moment d’incrtie du soHde 'f par rapport 
i 1'ane A. 

I ‘ ‘ -= 

On pcut aussi ccrirc ; 




h - = 5 > ; r? } 

arec fj 3a distance entre chaque point M, et i h axe de rotation A. 



G.2. Quelques moments d’inertie classiques 

1 1.2.1 * Moment d’inertic d ime tige 

par rapport a sa mediatrice 

Soit une lige rectiligne, hirniogene de masse m, de section negHigeable et de 
longueur a et aa midLatrice A i. tig. l 3) : 



h = 




2 





A 


c ° 











Fig. 11 - foresail. 



G.2.2 - Moment d’inertie d'un cerceau 
par rapport a son axe 

Soit un cerceau homogene de masse m, do section ncgligeabk de rayon R 
( tig. 1 4 ; et Son axe A : 

h = ™ R£ 




f ig. 12 - Disqne. 




G* 2*3 - Moment d’inertie d'im dUque 
par rapport a son axe 

Soit un disque homogene de masse m, de rayon R ei son axe A (fig, 1 5) : 



h = 



G,2,-t - Moment d^inertie d' un cylindre pie in 
par rapport a son axe 

Soit un eylmdre plein homogene de masse de rayon R et son axe A fig. 1 6> 



I a - i«R J . 



Copyrighted material 

Chaptra 2 : Cinerque dea ei du sail «*a 
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G 2 . s - Moment d'inertie d T une sphere 

par rapport a Tun de ses diametres 

Sdt unc sphd"c homogenc de masse m cl dc rayon R ci A Tun dc sc? diamerres 

[tig, ] 7} : 



' sphere ercune : J A — 
* sphere pleine : = 






r 

f t . 3 , Energie cinetique 

L’energie cincciquc du solide# 1 cn mouvemeni dans Ic retcrenriel -ft s'ccrii : 



Conimf le point B esi fixe dans on a ; 

*.<*»/«- JJU -wt*, 

= JIJ ■ ( £3 a BMj- 

Ecn renam enmpre dcs pnoprietes du produit mixtc (permutation ctreulaircX 
on a : 

**{50,* = f [BM a 

= d«{M)BMAv(M» /gi 



soil ; 

avee B point de vitesse nulle dans $R- 
On peul aussi e(.Tire : 

*«<»>/* - * JJU d " iM > HMW ’ 



soil : 



*■<*>/. = ^ 



Cb cas enf respond a jk 
Jimitacmns apiiuiiees 3a 1 !£ 
progrjdnnp gfficifl ; Ir- weio-ur 
rata loan instantane 



H. Solide en rotation autour d'un axe de 
direction fixe 



(V J *r " tW/X QinlteM 
direct or constante au col r E Jl 
tempi. 



On eonstderc un solide f J Je masse m en rotation autour d’un axe de direction 
fixe dans le referendcl /ft. Son le centre dinemte G sc depiace a la vitesse 




* 



ipyri ghto 

Cou«: 





le vecteur rotation ImLantane dc tf dans csl : £1^,- * = COrt . 







Cc mcsuvcuicnt pent cere decompose cn ; 

* un mouvi'ment dc rotation dans le referentiel barycentritgue 91* autour dc 
I’axe ftKC A ( ; = (G„ a > (G clanr fixe dsns &*) caractcrisc par un vecteur roia- 

* - i, i ^ 

cion instaiuane - ilyfa ^ osw ; on, a alors, d’apresle paragiaphe G : 

= K m et % - m = lK^ 

Si, dc plus j, i-f esc <fc revolution aucour dc A 0 ou si est entieremeni concenu 
1. Oj pijs 'j Ein6r jlariEnt si J Jans un plan passant pax G et perpendicutaire a A^ aluis On a ; 

pusside un plan da syniP'na 
P-JSSant JJSr B ft pprppnilipgijiirn 

A A. 

* un mouvemcm d ’ensemble caracierise par le mouvement de G dans 3i 
{de vitesse v(G)^);ona alors, d’apr^s les theoremes de Kcrmg : 

VA, L Aa (SO /k = I^ + jAGAm^Oj^M, 

avee ^ (A, K) Ct ^ lia® 1 + \ mir ^ G W 

Si, de plus, ii' eSt de revolution autour de oj si if est eotierement contenu 
dans un plan passant par G et perpendiculaire a A G f alors on a : 

VA* C + AG a mv ( G} fm . 

— i ■- 

Rappet : L (50 est Lndcpendant do point dc calcul 1 



L (5G 



— - — : — ■ — — Gdynia hied m aluii.n l 

Chapilrc 2 : Ci.KidquR- nos systemi's «t cl ix sij irics 
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I. Solide en translation 



On cnnsjdire un snlide if de masse m en translation {pas forcemeni rccTilignCs 
ni uniformc} dans Ic referential H ; son cemrc d’merfic Ci sc diiplace i ],a 
vitesse v ( G) • l le vecteur rotation insisniane de if dans tft est done nul l 

4/» - 0- 




FJg. T9 ■ Salima en cranslacmn. 

Ce volide n n a pas de muuvemeni de rotation dans le refeientie] bajycertTriqiie 
4 -4 -J 

■S' -car = Q^/gf = OjaLnsi: 

L^&) ^ 0 et - 0i 

On a done, d’apres les theoremes de Koenig,. en un point A quelconque : 

L a < = AG a m ? ( G , 



et 



■<*>* * 



Application ? 



Moments c in cliques ct energic cinetiquc dc la rnuc 

Constderons a nouveau une rnue fmodelisee par un disque f {dc centre G. de rayon r> de moment 
d'incrti-r J — par rapport a son axcj de masse nt) sc deplafant sur le sol horizontal (axe ( O, c, )) 

(out en restatii dans Ic plan vertical {7^,7^, Lc rcfcrenttcl icrrestre (lie axt sol) esi -?t(0 \ 7 W , 7 3 . 7 .) . 
Sun centre G a pour vitesse v (G) ■ 



y 

-4 
v-e . 



On repere la position anjjulaire de la roue i I'aide de L L anfjlc 0 — (e^, GM). 

1) Exprimer le moment cineriquc harycentnque dc la roue. 

2) Explainer Le moment dnetique par rapport a l'axe ( 1. 1 , )„ I etanl le poinl de contact enlre la roue 
et 3c so3. 

J) Exprimer I'enerjpe einetique barveentrique de la roue. 

4) Exprimer I’cncrgie ciiietique de la roue dans le referentiel iS 

5) Que deviennent ces (crates Eorsquc Ea roue tonic wins glisscr sur lc soE ? 




Z( r ■/rigri^w. 







Solution 

1) Le vecteur rotation insianranc de La roue & par rapporr a L?f. ct i ft ' csr : 



% 



ft - fta 1 /* = *h r/»‘ m 

Le moinfriu cinedquc barycentrique de La roue esi celui d'un sotLde en rotation autour de Tase fixe 
if? = (G. e^)i 

= je - 

2) En utili-sanl le premier theoreme de Kumig, Oil otrtieM le moment cin£tique par rapport it li’flXe 

i[ = 0,?): 



= Je+[iGA«M(G) /ai ] ? = 






soil ; 



I'd / & )/ a = JO + | -flivrtj - = J6 - m vr = -jm 3 ® - mvr. 

1) L'energie cmetiqtie burycentrique de La roue if est celle d'un solide en rotation autour de L'axe fbte 

Ac = 



t;m = \ JO 2 « \mr^\ 



4) L'energie rinetique de la roue If dans le referentiel '.W s-'-obtienL a Taide du second theoreme de 
Koenig : 

^ nrr-'H + 

2 



%(&) = |j6" + ^ mv ^ G Vst = |"rr a 0 £ + |ffiiL' 2 



5) S*il y a roulemem sans gHssement de if par rapport a ® a alors v = -;r0 a ce qui donne : 

3 



L 4*h* = 2 mFl& 

- Kf mr! ) 91 - 



Remarque : on a fait apparaitre Je moment d'Lnertie de Ja roue (mr 2 4 J = -urr 1 ) par rapport a 1'axc 
insismtane de roiaiion A] - (I h e^), 
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Ctiapitre 2 : Cinetiquc «f«s nyst^rncs ct riu sol rli* 
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Lessentiel 



/ Mfis't 1 J’lin system* materiel ftrmi 

■ Un systems materiel fermc £f cst un sysreme qui centient a won ins- 
tant Ics mcraes elements mate riels ; La masse de J est cons tanie an toun 
dii temps. 

Masse d'un syilerut materiel ftntui 

La masse (totalc) m du systems "rf cst ; 



si La repartition est discrete ou volumique 

J Centre dTinertie 

Le centre it' Inertie (ou centre de masse) d 'un sysieme 'J esl le point 
G defini par : 



tie] en translation par rapport an reEeremael d 'etude dans Lcquel Le cen- 
tre d'inertie G du systems !? «t fixe. 





M 





o 



o 



/ Heferenticl bury cent riqu.c 

■ Le ncfercntieL barycentrique 9ft* d’un sysLeme materiel ! J est un referer- 




M 




Fruprieles 



- 9ft * etam en translation par rapport a 9ft, d*-/.*. = 0 l 
* ^V/ss = 

Remarque 

La Ini de composition des vitesses s'ecrit : 



= r<M)+v«5) /ft 




/ ResuknnLe cin^tique 



l j resultanic cinetiquc (on quandtc dc mouvemcni) p(IJ I , du systeme I T en moui'tmcnt 
dans 3e referentieS J( est la somnw des quantiles tie mo uveinenl oJetueEiljires Je dllcun dcr ses 
points : 






on encore : 



" Jfl 



p (:/), A resulfante cmeriquc {kg - m ■ s' 1 } 
nr, njaSM {kg} 

v(M,)^ vitessc (m. ■ s l ) 



p{if). . resultants? srinetique (>g ■ tti ■ s '} 
dw(M) masse (kg) 

vitessc de M {m - s'' 1 } 



" M d ' 

# r « >rl | •■ 

m i Mj * M/ ,/' 

* ' ' V 

r(M,j r { ftA , > 



Propriclc 

La resuLtante tirifclique d’un systems? materiel 'J est la quantiis: die mouve merit J'un point mate- 
riel fietif place cn Gi possedant la masse intale m du system* if : 

pW\{ tl = , 




Remarque : p (ffl = |M,i - ^*, 1 ' (M 3 ) - m? '(G) = 0, 

i 

■/ Mamtnt cinctique 

* I- 1 - moment cineuque l. A (!/)•. cn A du system* materiel if en mouvcmeni dans le reffrremiel 
M. est la somme dcs moments cinetiques cn A dc chacun des points dc if : 



L aW;„ = 



Vss 



AM, a v (M,.) /J( . 



C>u encore : 



- JJJ dm ( M ) AM a?iM j / ft 




Chap l rn 2 : Cmrliquo d«s- :;y r .lT m*;$ nt rjij solirtn 






moment cmetique (kg ■ nv ■ s* 1 ) 


m . 


masse (kg) 


AM, 


fen) 




intense (m ■ S' l ) 





moment dneiique (kg ■ m 2 - s L ) 


dnr(M) 


masse (kg) 


AM 


{m} 


?(M) , 


vitCSSe (m ■ s L ) 
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Fomtulc dc chan^mmt d c point 



'--t )f - L V | ■/ i ^ + AA *pW) fjt 



On derinit airisi le torscur cinetique. Par rxrmplCj le torseur cinetique du systctnc -t reduit 

en A dans le referentiel 3t s’ecrit ^ 3 c {if") f A - P 

Cos particular 

Dans le referentiel barycemrique Ji * : 

Cm - C< sf), 

La- moment cinetique barycen pique esi independent du point de calcul On le nomine moment 

—i>. * 

cinetique pmprc du systems materiel 9 s ct on Ic nmc l, {if) r 

* Premier theweme de Kir-nig 

[jc moment cinetique L A < 'J ), enAd'ur systeme materiel If cn mouvcmcnt dans Ic reference] 

■ j - — ^ * 

lift cst la Mimme du moment cinetique bsryccntriquc L ct du moment cinetique 
' 

AG Affli:(G} (j d’un point materiel fictif place rn G, affecte de Ja masse totale wr de 9 : 

C(£P) /fl = L'(ff) + AOA*Nv(G) /a , 

■ Mnment cinetique par rapport a on axe 

Lc moment cmetique , par rapport a J "axe A (de vccicur umtairc a ) du systeme mau:- 

ricl 9 dsns Ic mtcrcnTicl .£ est Is projection suribxe a du moment cinetique en n’impone que] 
point B de i : 



l A m fit = u . L b m, 



•• ' 



/ Knergie cinetique 

■ LJencrgie cinetique ( ) ■ . du systeme materiel If en mnuvcmcnt dans le rcferenticE .ifl csfc la 
sUtutur des energies; cineliquifs de cbacun des points de -t : 



*.<n, - 

I 

Ou encore : 

*<W,« = JJJ/VM),, 



f cncrgie cinetique (kg ■ m’ - s ’ ou J) 

wr,- itia^Se (kg) 

v { M y j_ idtessc {m ■ s' 1 ) 



if 5 .(.£f I energic cinetique [kg ■ m J ■ s 2 ou J) 

dm£M) masse (kg) 



v(M) y vitesse (m. ■ s' 1 ) 



* Second theoreme du K unrig 

L’energie cinetique £ r (.'/), . d’un systeme materiel r :f en mouvemeiit dftiis le refereniiel $. Cit 
la somme dc l'energie cinetique barycentriquc c 1 ‘('J \, . ct dc lYnergic cmetique ^ jhi^CG)^ . 
d'un point materiel Serif place en G, affecte de la masse rotate m de -f : 






j : L : Writ H«ii^ 



Interpretation den theoremes de Kcettig 

Le mouvement d'un HVHtcmc if peut at* decomposer eri : 

- un. mouvement relatif des diflerenE? points du systeme it dans le relerentiel 'Si * l 

* un mouvemeni d'ensembk de translation (pas t'orcement rccufignc uniformed du centre d incrtic 
G> affcctc de Ja masse totale m du systeme if - 

/ Moment d'incilic 

Le moment d’LnenJc du solide if par rapport a Paxe i est : 



J 



ft = jjj 



II s'exprime en kg ■ md 




/ Gas piulitulier 

■ Mmivement de rotation a u tour d'un axe fixe 

Le moment dnelique par rapport i Paxe A d*un solide en rotation a la dteSse angulnire 
to = autour de raxe A (fixe dans le refcrcnricl & l cefir ^ 

L ^ m !^ = J*®' 

' * —Si -> 

Riittifiritur ; dans 1c cas general, si 3 € (r et w = to u nc sont pas colincaires ! 

L K energie dne tique du solide if s’ccril : 

*.<?>/. = \h&- 

1 Mouveriu-ni de rotation amour d’un axe de direction fixe 

jf -J -4 ,, 

Avcl fl — CO id (it constant dans dl) et = L A ; tr ) } A etanl un point qudeonque, on a pour 



le solide if Cavec = (G, it 



et 



L 4 »^y* ~ ^ c ® + AGaW(G)^ h 



‘ Mtmvemenl de translation dans le referentiel ft. 

Pour tout point A quelcon-quc, on a pour Ee solide it : 



et 



= 0 + |ACAmf{G) M '. « 

= 0 ^m^(G) /r 






Copyrighted materia 



ChApilTK i : CtrvWiflUB (l4« BVBtBfreiUidU SOlHlt! 



Mise en oeuvre 



Methode 1 



Comment determiner le moment einetique d un system e mecatiique 
pnr rapport k un axe A ? 

Soil un SySteme mecanique en mouveouiu par rapport a ucl referenlLel JL 

On definii, pour chacun dcs sotides consiituant le sjrstcme I la position de son centre de masse 
G |:f na masse Fw r , son moment d h inertie et son (scs) parametre(s) de nnousTment. 

On cberche a determiner le moment einetique du systeme par rapport a un uxe 

H O 5 jT ] = i dans Ic rcfcrentiel 

■+ Savoir fairs 

r— ———— — — — — —— — — —— — — — —— —— — — — — — — — — — —— —— — — — — — — Ti 

I O DccomfHJHcr le moment emetique du s-ysteme en la snmme des m-nments cinctiqucs de? dif- I 
ferenls solidet r 

! w^sw/.' i 

i 

I 0 Dcrermisncr cltaeun des moments cinctiqucs des different^ solides, a i’mlc du premser th£o- ^ 
I reffle de Ktertig : I 

; L a (.V,) ;ji = L'(Sf.) + [oG, A i ; 

' Condine. Verifier les unites. 



-* Application 

On etudie un systime mecunique E compose : 

- d’une tigs d l homogene de longueur f = OC aj de 

centre dc masse C M de masse et de moment 

t' 2 -> 

d^nertic 1 - ttj— parrappon a Paxc (C s | O* 

L ju 

* d’un disque homogene de centre C ;i de masse 
M„ de rayon j et de moment d'uiertie J = ^Ma 2 par 
rapport a I'une <C a j £ a ), ert mouvement par rapport 
a un reference] Cfl C O * ^ , +"’ , t. i ■ 

Determiner le moment einetique L^.i 1} par rapport 
a ra»e = ( o ; e J du sysicnie (£) dans .1\, 







Solution 

<> On decompose le mu men l einetique de ] 'ensemble : 

l ~* On determine chacun des moments cinetiques a L'aide Ju 1" theoreme de Ktrnig : 

-i 



= H (^ l ) + [OC l A«(C l y- f: 



yES 



C 71 





L L. i 1 1 , fhst le moment cinijtique tiaiYcentrique du saiide 7 1 par rapport a I'aioa 

l c . C : , b : i ! Rf OBlciitK dare dans le reierentiel barycentr^ue Jl = i C, r e,, c r b. ) du solids i\, 
ntfhrsmiKi on Irnnslatign par rnppDrt n ./i, dans lequal t|. cgnlre de masse da t r as! Lise. 

= 1 ®i £ “‘kWi = “y^ 9 i 

= ™y®i- 

a ) * OCj A M V [ Cj )y a j . 

-£• L , i.J 3 1 = L \ -t n ly esI le moment ciiuetiqua tMryceritrique du solids Ifj par rappan a law 
a c = i C-3 . tf.ulse ca Icula dbhs le r frterentiti birveantmtuft ft ‘ 1 1 1 i C - j e c , sj, oj du solute : t 

L^SPji)^ = J e 2 - 9 , £ SOIL = -Ma 2 6 2 + M ■ £ ei : 

f 3 J I 

® Ajmi L, (IK = jwV^! + ^Md 2 On 

^ fd I J 2 






d- 



L, (X> . = [ + Mf 2 ] 0 - + jMd 2 6 

-i r tn h\ 



Lit JH- 1 - 



Li M fti : fid i _L Lfi ijJ (- 1 



Methode 2 



Comment determiner Tenergie cinetique cTim system e mecanique ? 

Soir un Rysremc mecanique en mouvement par rapport a un reference] ft. 

On defmip pour chaeim den soltdes ft, consticuant Le systeme L* La position de son ccmre de masse 
G f , sa masse m, , son moment d’inertie ei son {ses) parametre{s) de rnouuement 

On cherche a determiner rcnergic cinetique du systems dans lc referenticl ft. 



^ Savour faire 



t J Decomposer I'energie cinetiqoe du svsteme en La snmmt des energies cinetiques des difife- 
rents sol ides : 

**<»/* - X® e W/«- 

f 

¥ '* Determiner ehacune dcs energies cinetiques des differems solidea a ] r aide du demrieme 
theorems de Kcenig r 

*«W /J( * <(»<»* I*, »«SJV 

© Ctmdure. Verifier Les unites. 



l 



a 




C*iiip-lri» 2 Cmrliqurt d«r. systp-m ns n-| du ini di 1 
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-+ Application! 

Oil etudie urn systems mecani-que I compose i 

* d’une tlge^ homogene de longueur f = OC,, de 

centre de masse ic masse 1*4 cr de moment 

1 2 ^ 

d'inertte I = m™ par rapport a i’axe (C, ^ e .) ; 

1 u 

- d’un disque [ J 2 homogene de centre C 2 * de masse 
M 3 de rayon a ei de moment d^neexie J = ~ Me 2 par 
rapport a Tasc (C, i T-h cn mouvement par rapport 

a un refcrentiel ®(Oit f v : )- 

Dciemtincr [Anergic einctjquc ( du systems X. 

Solution 




© Oil decompose L’energie cLnetlque de I’ensemble : ^S C (L), = i c (£f |)., + ¥ c (^ z )^. 
© On determine chacune des energies cineciques a I’alde du 2 r theorems de Koenig 1 




f ’ r y:t,< = v , 1 - 1> . 1 ast rinefgifiemitiqijebarveflntnqya flu aoiida'^iJilhj secalcdi done dans JartW- 

reniiai twvcanlriquA .•> L| 1 ' = ?C, ; 0 ), e r e, 1 flu 5 . 0 I de i . , rMarensie’ en translation par ratniirt a ..fl, dans 
laqueE C, . centre de masse de .J", est Fists 






j e -I ““ W'h* 



‘=£ e ; ' 

2 12 2 4 1 



d"ou 



D= nierne : 






In' 



I mf 1 ■ 2 

i~r 6 ‘- 




t 1 J,) = ,*• i ;,i , ) sst I'ensrgie cunitaquE barycenCRguB du sa ide f * ; clla Se cakuted&PS ID ^fOranilQl 



birycentr<qye .ft * fi = (C 2 ; ^,,a r , a,/ dnsande ' , 



Wi),* - ^J0 2 +^MIf0 L i 2 wh +iM£=e; d oll : 

*.( 5 ^ - + 

© Au total, ef + Imo 3 +■ ~ Mf 2 0? , soil : 



ui- 

'v 


" m* 


*=<»/. - Ki 


V 

j— ■+ .\ 
3 


t 




tir : 


■ ! ) 


*i 

t 


! 










1 



I'll m' r 4 ks H Crri T-'i' fc| (r*4 f ') J 




